Satz: (Dirichlet—Problem fir die Laplacegleichung)

Die Losung des Randwertproblems =0

Au 0 in R%
u = g auf {Xz(xl,...,xn)T : ajn:()}
ist gegeben durch die Pai i ——

2xn, g(y)

X — n
noz(n)a]R:LL | y]|

u(x) =

Insbesondere ist die Losung u(x) wegen
| Kexy)dy =1
OR™

beschrankt, falls g beschrankt ist, Man kann weiter zeigen, dass die
Losung sogar unendlich oft differenzierbar ist.
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5.2 Die Fundamentallosung
Definition:
Die Funktion

X2
Pd(x,t) = WG i (x e R™,t > 0)
0 (x € R™", ¢t < 0)

heif3t Fundamentallosung der Warmeleitungsgleichung.

Insbesondere ist die Fundamentallosung normiert, d.h. fir alle ¢ > 0 gilt:

/ d(x,t)der =1
Rn

Bemerkung:
Die Fundamentallosung besitzt fir t = O und x = 0O eine Singularitat.
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Mit Hilfe von & (x, t) lasst sich flir das Cauchy—Proble

ut — Au =0 inR" x (0, 00)
u=g¢g aufR™ x {0}

eine Losungsdarstellung wieder in der Form eines Faltungsintegral angeben:

;]Ls}/ [/IT_,.QM s
uw(x,t) = [ Px—y,t)g(y)dy
:5\4) (x~7"+)7‘ T« ?&[""’73))}@719‘ =< R/n

- ‘ 2 = 1 /eJX:gQ (y)d
zT) A Mﬂwﬁff;oaw/:df(x} = (an)n/ 9(y)dy

R'n
Herleitung der Fundamentallosung (nur fir x € R):

Ist u(z, t) eine Ldsung von u; = Aw, so ist u( Az, \2¢) firalle A € R
ebenfalls eine Losung der Warmeleitungsgleichung.

Ut = u (At Ror e Koot gffff
- N 7 . L v
u+_amt ,lzta.{_-—)’az.&u :.l(‘#'l"o"’") = X ,.-3{_1_"_‘k_-/‘,£L

= T %7
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Ansatz:
Wir suchen daher eine spezielle Losung in der Form

1 T
w0 = 73° (72)

Man berechnet nun (5
1
ut(x,t) = _m3/2 gy T 32 L2y
2 2
ug(x,t) = t=1/2 4 =1/2
Ugpr(x,t) = t73/2 .y

Daraus folgt
1 -
ut—uam:—Q-t3/2~v—;'@v/—t3/2-v’/20
2 35
x-t = _&7f 2 -.-:.(L
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Wir erhalten also mit » = z/+/t die Gleichung zweiter Ordnung

1
—v—l—zv’—l—v"ZO
\g/\/—g_/

Umschreiben ergibt 2 (av)’

1 1
WY +=(v) =0 = JV+Zrv=ceR
2 2.\t D CEO

Nehmen wir nun folgende Grenzbeziehungen an .

Jim o) = Jim v/ (r) = 0
so folgt ¢ = 0 und die Gleichung lautet f
Vudq = A4
) ! 1 g
(gAV/ =—5' t“g"t v’=—§rv = fu(r)zbe_rz/4 L =
Eine explizite Losung der eindimensionalen Warmeleitungsgleichung ist

damit

‘# ‘Q Cb(w,t) p— 1 6_% /’lJ\.mu-..{z W‘

47t
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Weitere Losungsdarstellungen mit Hilfe der Fundamentallésung:

1) Das inhomogene Anfangswertproblem mit homogenen
Anfangsbedingungen

u — Au=f ianX(0,00)
u=0 aufR™ x {t =0}
besitzt die Losung

/t/cb(x_yvt_s)f(y,S)dyds

OR" QC"(ﬂL)‘S)
_ x—y|2
/ e 30— f(y, s)dyds

/t 1
/ (an(t—s)/2 )

54('(./-} 3)

w(x,t)
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1) Duhamel’sches Prinzip:

Die Funktion u(x,t;s) = [ ®(x —y,t — s)f(y, s)dy lost das Problem
Rn

{ ur(-;8) — Au(-;s) 0 in R" x (s, o0)
u(-;s) f(-;s) auf R™ x {t = s}

Man erhalt dann die Losung der inhomogenen Gleichung durch
Integration Uber s:

t) U(X,o)‘& 0 + /
— - i
ll) Mf—oq :So(df,-—axhl-ls +u(x'+U§);,qi—/o/—'u(X,t,s)dj q@’(. )
=z o '{'(’<|+

2) Das inhomogene Anfangswertproblem mit allgemeinen
Anfangsbedingungen u(x,0) = g(x) besitzt die Lésung

t
u(x,) = [ @ —y,09)dy + [ [ (x—y,t =)y, $)dyds

M+ —OH"( n 0 R»
i 'f":'o _ _q[
a-f u41_-c>u1*=0 %1‘ cHa s
U = u,u, —— :F W= o 101
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5.3 Eigenschaften von Losungen der Warmeleitungsgleichung

Analog zur Laplacegleichung erfullen auch Losungen der
Warmeleitungsgleichung Mittelwertformeln, die allerdings
weniger anschaulich sind:

Sei U C R" offen und beschrankt, 7" > O fest. Dann nennt man di

F
UTZZUX(O,T] /ﬂ

den parabolischen Zylinder und %t » [z
_< el M( )
I_T — UT \ UT

=

den parabolischen Rand.
Fir festes x € R", t € R und + > § sei die Menge E(x,t; r) gegeben durch

4["‘7"%'_/ E(x, t;r) = {(v,s) e R"T1 . s <t d(x—y,t—s)> rin}

VA,
Y/ S

> s5=1T







Bemerkung:

1) Der Rand von E(x,t; r) ist gerade eine Hohenlinie der
Fundamentallésung & (x — y,t — s).

2) Man nennt die Menge E(x,t; r) auch Warmekugel (heat ball).

Mit Hilfe von E(x, t; r) erhalt man folgende Mittelwerteigenschaft:

Satz: L\..‘(
Ist u € C@(UT) eine Losung der Warmeleitungsgleichung, so gilt
=t

<2
uw(x,t) = —— / x — | u(y, s) dyds

(t —
E(Xtr) (_—’?fl(_/wlolﬂu{ﬁ ”1 Mﬁ—z

fir jede Menge E(x,t;r) C Ur.
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Aus der Mittelwerteigenschaft kann man folgende Maximumprinzipien
herleiten.

Satz:
Seiu € C£(Up)NC(Ur) eine Losung der Warmeleitungsgleichung in Ur. Dann
gilt
1) Das Maximum von u(x,t) liegt stets auf dem parabolischen Rand,
d.h.

max u(x,t) = max u(x,t)
(x,t)eUr (x,t)elr

2) Ist U zusammenhangend und existiert ein Punkt (xqg, tg) € U mit

u(xg,t0) = max  u(x,?)
(X,t)EUT

so folgt, dass u auf Uy, konstant ist.

104



