4.2 Eigenschaften harmonischer Funktionen

Die Mittelwerteigenschaft:

Eine besondere Eigenschaft harmonischer Funktionen ist, dass der
Funktionswert an einer Stelle x stets gleich dem Mittelwert von u
tber eine Kugel mit Mittelpunkt x bzw. der zugehorigen Sphare

um x ist.

SatZ: Dy =z o
Sei U C R™ eine offene Menge. Ist u € C2(U) harmonisch, dann gilt

) = ]éB(X,r) uds = B(x,r) udy

fir jede Kugel B(x,r) C U.

Notation:
Bei Mittelungen Uber die Kugel oder die Sphare schreiben wir

for = oy -
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Beweis:
Wir definieren flr festes x € U die Funktion ¢(r) durch

__----'-‘---_-__

@r} = ]é soen u(y) dS(y)| = ]é S0 w(x 4 rz) dS(z)
Dann gilt

&' (r) = ]gB(O,l) Du(x+rz) -zdS(z)

und mit Hilfe der Greenschen Formeln erhalten wir

/ _ y—X
P = Duly) TS dsE)

ou
]éB(X,r) on 45(y)

r
= — A\ =
n JB(x,r) U(Y) dy Q
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Damit ist ¢ konstant und es gilt - a
@0 = limo® = Jim{  w@)dSE) = ux)

Unter Verwendung von Polarkoordinaten erhalten wir schlieBlich

r

/udyZ/ / uds | ds

B(x,r) 0 OB(x,s)
= u(x) /na(n)sn_lds = a(n)r"u(x)
0

Damit ergibt sich gerade die Mittelwertformel

1
u(x) = a(n)rn B(/ ) udy
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Es qilt auch folgende /Umkehrung
Satz:

Fir die Funktion w € C2(U) gelte

u(x) = ]éB(X,T) udS

fir jede Kugel B(x,r) C U, dann ist « harmonisch.
Beweis:

Ist Au #~ 0, so existiert eine Kugel B(x,r) C U, sodass Awu > 0 innerhalb von
B(x,r) gilt. Wir wissen aber, dass

0=¢/() =" fB oy D) dy >0

was zu einem Widerspruch fuhrt. Also ist « harmonisch.
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Das Maximumprinzip harmonischer Funktionen: AU= D0

Satz: Seiu € C2(U) N C(U) harmonisch in U. Dann gilt:
1) Maximumprinzip

max u(x) = max u(x)

2) Starkes Maximumprinzip
Ist U zusammenhangend und existiert ein Punkt xg € U mit

u(xp) = Maxu(x)
xcU

so folgt, dass u auf U konstant ist.

Beweisidee:

Verwende auf geeignete Weise die Mittelwerteigenschaft harmonischer Funk-
tionen.
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Wichtige Folgerung aus dem Maximumprinzip:
= Eindeutige Losung der Randwertaufgabe

Satz: Seig € C(OU), f € C(U). Dann existiert hochstens eine Lésung u €
C2(U) N C(U) des Randwertproblems

—Au = f InU
u = g aufoU
Beweis:

. C oy " —o @4-—!41_) = O U, . <o
Seien w1 und us zwei Lésungen. Dann 16st w = +(u1 — uo) das Tt
Randwertproblem ook Moear [ 1

{ w = 0 auf dU i Tlco

Aus dem Maximumprinzip folgt dann direkt

w=+(u; —up) =0

identisch auf U und daher gilt uq; = u».
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Weitere Eigenschaften:

1) Erflllt eine stetige Funktion « € C'(U) auf einer offenen Menge U C R™ flr
jede Kugel B(x,r) C U die Mittelwerteigenschaft, so ist «
unendlich oft differenzierbar, d.h. v € C°°(U).

2) Satz von Liouville:

Die Funktion u : R™ — R sei harmonisch und beschrankt. Dann folgt bereits,
dass u auf ganz R"™ konstant ist.

3) Beschrankte Losungen der Poissongleichung:
Sei f € C2(R™), n > 3. Dann hat jede beschrankte Lésung der
Poissongleichung —Au = f in R™ die Form

u(x) = [ ®Gx-y)f¥)dy +C
Rn

mit einer Konstanten C.
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4.3 Die Greensche Funktion
Definition:

1) Das Randwertproblem

—Au=f InU
u =g aufoU
nennt man das Dirichlet—Problem der Poissongleichung
(bzw. der Laplacegleichung, falls f = 0).

2) Das Randwertproblem

—Au=f InU
Ou — g auf U

n

nennt man das Neumann—Problem der Poissongleichung
(bzw. der Laplacegleichung, falls f = 0).
Hierbei bezeichnet n die auf3ere Normale an oU.
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Proposition:
Seiu € C2(0), U c R" offen. Dann gilt fir alle Punkte x € U die Beziehung

ou od
u(x) = [ (-0 G) - u@) ¥ —x))dSE)
on “ = On
ouU _
¥
- / (y — %) Auly)dy
Die Funktion & bezelchnet dabei wieder die Fundamentallosung der
Laplacegleichung.

Beweis: Greensche Formeln aus Analysis lll.

Anwendung auf Randwertprobleme der Laplace— und Poissongleichung:

Wir konnen im Prinzip die Losung an jedem Punkt berechnen, aber benotigen
dazu Randdaten sowohl fur « als auch die Ableitung du/0On.
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Definition:
Sei U C R™ offen und ®*(y) die Lésung des Dirichlet—Problems

DT = 0 in U
{ %CD‘T&) = Pd(y —x) aufoU /\/%3’)(”{
Dann ist die Greensche Funktion auf U gegeben durch
G(x,y) =P(y—x)—P(y) xyeU x#Yy)

Satz:

Sei u € C2(U) eine Lésung des Dirichlet—Problems der Poissongleichung. Dann
lankt sich u in der Form

w() =~ [ 9GS + / fNGE Yy (x € D)

oU
darstellen. losy (Lt [
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Beweis:

Nach obiger Proposition hatten wir die Losungsdarstellung

w) = [ (@ly-x) 0y —@Z
ou -

Das Problem dabei war, dass beim
von du/0n nicht bekannt sind.

Nach den Greenschen Formeln gilt aber

(offiuns, — [orlauty = /@ég(y)
U U = ou ?

und daher

/ ()T (YIAS(Y) = / D% (y) Auly)dy + / u(¥)7

(v =x)dS(y) — [ Sy = x) Au(y)dy
U

=

oP”

(y)dS (y)
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Aus der Randbedingung ®*(y) = $(y — x) folgt

7 (¥aS(y)

[ o~ 00 0)dS () = [ maumiy+ [u
oU

Wir erhalten damit unter Ausnutzung der obigen Proposmon.

u(x) = / u(y)(° aq’x(y\ m(g’n_ X)

ou F 0G(xy)

on

) dS(y)

+ [ @)= S = %)) Auly)dy
U —G(xy) £
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Eigenschaften der Greenschen Funktion

1) die Greensche Funktion G(x,y) ist bis auf den Punkt y = x
harmonisch in y, /n'7—;>< Shn b ((éé/.w)

2) G(x,y) erfullt homogene Randbedingungen, d.h.
G(x,y) =0 VyeoU, xeU,
3) die Greensche Funktion ist eindeutig bestimmt,
4) die Greensche Funktion ist symmetrisch, d.h.
G(x,y) = G(y,x)

Beispiele: X

4 )

1) die Greensche Funktion fir den Halbraum - | 7 >
Rﬁ_ = {x = (21, ..., 2n)l @ zp > 0},

2) die Greensche Funktion flr die Einheitskugel B(0, 1). Y
i
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Die Greensche Funktion fluir den Halbraum Rﬁr:

Allgemein ist die Greensche Funktion gegeben durch

G(x,y) =P(y —x) — P*(y)

Dabei ist (x,y) die Fundamentallésung und ®*(y) die Lésung von

2 fose APY = 0 inR™
FUr einen Punkt ¢ = (z1,...,2n) € ]Ri’i definieren wir die Reflektion an der

Ebene 8[[%%7}'_ mittels

T = (xla sy pn—1, —CL‘n)

Wir betrachten nun die Funktion

CDCE(Y) L= Cb(y T }NC) — Cb(yl — X1y Yn—1 — Tp—-1,Yn _I_ wn) (33,y - R?—?f-)
;% K_: M_S ¥ € Kl

D] ‘{“(7) -0 by, K:‘
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Dann ist ®*(y) harmonisch auf dem ganzem Halbraum R% und
auf dem Rand qilt: oe bhe s =2

CD:C(Y) — qi(_Y_:g-)—: Cb(yl — X1,y Yn—1 — xn—].)xn)

— cb(yl — X1y Yn—1 — Tn—-1, _'CCWJ) — CD(}L— &)7

da die Fundamentallésung nur von |y — x| abhangt.
Also |6st die Funktion ®*(y) = $(y — X) das Randwertproblem

{Acp:v = 0 inIRifb'_
ST = P(y—x) auf{y = w1,...,un)" 1 yn = 0}
R’ﬁ_ lautet

(x,y eRl, x#y)

und die Greensche Funktion fiir den Halbr
Areensc

E(X, y) =Py —x) — P(y — X)
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Man berechnet_nun

oG odP 0P

I (x,
8yn( y) oo oo

I
|
<

|

o
N—’

|
|
<

|
><
N—’

und damit gilt fir y € 8]12{1

Sy = Gy =
on " Oyn na(n)|x —y|"
Definition:
Die Funktion
2xn 1
K(x,y) := (x e R}, y € ORY)

nennt man auch den Poissonkern von R’_"F.
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Satz: (Dirichlet—Problem fir die Laplacegleichung)

Die Losung des Randwertproblems =0

Au 0 in R%
u = g auf {Xz(xl,...,xn)T : ajn:()}
ist gegeben durch die Pai i ——

2xn, g(y)

X — n
noz(n)a]R:LL | y]|

u(x) =

Insbesondere ist die Losung u(x) wegen
| Kexy)dy =1
OR™

beschrankt, falls g beschrankt ist, Man kann weiter zeigen, dass die
Losung sogar unendlich oft differenzierbar ist.

ﬂ[‘ﬂf ]C‘*’O + g{(n (#(X-D/*?(&'ﬂb{x
e
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Die Greensche Funktion flir die Einheitskugel B(0, 1):
Fir x € R™\ {0}, bezeichnet der Punkt

X
x[2
den dualen Punkt von x bezlglich 9B(0, 1).
Damit ist die Losung des Korrekturproblems

X =

0 in B9(0,1) :={xeR"| [|x| <1}
d(y —x) aufoB(0,1)

gegeben durch _
[ 7 (y) 1= (|x|(y - %)) ?

und wir erhalten folgende Greensche Funktion fir die Einheitskugel:

AP*
DT

G(x,y) =Py —x) —®(x[(y —%)) (x,ye€ B(0,1),xFy)
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Satz: (Dirichlet—Problem fir die Laplacegleichung)
Die Losung des Randwertproblems

Au
U

ist gegeben durch die Poissonsche Integralformel

0 in {x=(z1,...,zn)1 : x| <1}
g auf {x=(z1,...,zn)’ : |x| =1}

u(x) =

na(n) X —y]
ly|=1

Der Poissonkern fur die Einheitskugel lautet demnach

1—|x]2 1

Ry) =0y ==y

(x| <1,]yl=1)

Bemerkung:
Mit Hilfe der Transformation @(x) = w(rx) kann man leicht eine
Darstellung fur die Kugel {x € R" : |x| < r} ableiten.
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