Kapitel 4: Die Laplacegleichung

h:/l U[cz\/':'a/o
In diesem Kapitel beschaftigen wir uns mit der Laplacegleichung ubl=e L by
S"}vﬂ'b\,—«;’\
M:AU\ S Au =0, u=u(x), x € D C R" offen
X und der zugehorigen Poissongleichung D
S b —
/D‘("c&b\ :f _ —Au=7f

% mit vorgegebener rechten Seite f = f(x).
Definition:
Eine C2—Funktion v = u(x), die die Laplacegleichung erfilllt, d.h. es gilt

Au = 0,

nennt man eine harmonische Funktion.
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4.1 Die Fundamentallosung

Wir versuchen zunachst, eine explizite Losung der Laplacegleichung zu
berechnen, mit Hilfe der wir weitere LOsungsdarstellungen ableiten konnen.
Beobachtung:

Der Laplaceoperator A ist invariant gegenuber Rotationen in R™
Losungsansatz:

(w0 = o)) v = x| = (3 +... +22)1/2
{
Man rechnet leicht nach: 24U = Vv @) 9
X . o .
or 1 B T
=_(ai+... +zp) 22 =" (2#£0)
c‘hi 2 r
und damitqgiltfar: = 1,...,n

/ L 7 / x2
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Wir erhalten also
n—1

Au =" (r) +

v'(r)
-
und mit Auw = 0 ergibt sich die gewohnliche Differentialgleichung

’U”(T) + n— 1’0/(7") — 0 /g.._o-\, 2@-

-
Setzen wirfw = v # 0, so l6st w die lineare Differentialgleichung

/ n—1 'ﬁh /0

w = — w
r
Die allgemeine LOsung dieser Gleichung ist gegeben durch
87
W) = 5

mit einer Konstanten a € R. Fir v(r) gilt demnach
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Die Gleichung flr v kbnnen wir integrieren und bekommen damit eine

)
Losung in der Form g (. Lo h=

—blogr+c (n=2) | /

o= ST

aate (23
mit den beiden Konstanten b und c. lr_/
Definition: [l =2
Die Funktion

( 1
———log||z]| (n=2)

Pd(x) = « 2n 1
| n(n —2)a(n)

definiert fir x € R™, x # 0, nennt man die Fundamentallosung der
Laplacegleichung. Die Konstante a(n) bezeichnet dabei das
Volumen der Einheitskugel im R™,

|z|[*~™ (n>3)
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Bemerkung:
Die Fundamentallosung ist flr alle x 7= O eine harmonische Funktion.

Beispiel:
Fir x € R3 gilt vol (K1(0)) = «(3) = 4x/3 und damit ist die
Fundamentallosung gegeben durch n(nf?,) () <

hd 3-/"-21’5';61(

d(x) = 11
(am)x|

Satz: (Darstellung der Losung der Poissonggleichung)
Eine Losung der Possiongleichung

—Au=f in

ist gegeben durch o tepe A ‘

u(x) = [ Sx—y)f(y)dy

- gizf@f?/(én# - ©

ﬂ."t

ou s/~ A,J
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4.2 Eigenschaften harmonischer Funktionen

Die Mittelwerteigenschaft:

Eine besondere Eigenschaft harmonischer Funktionen ist, dass der
Funktionswert an einer Stelle x stets gleich dem Mittelwert von u
tber eine Kugel mit Mittelpunkt x bzw. der zugehorigen Sphare

um x ist.

SatZ: Dy =z o
Sei U C R™ eine offene Menge. Ist u € C2(U) harmonisch, dann gilt

) = ]éB(X,r) uds = B(x,r) udy

fir jede Kugel B(x,r) C U.

Notation:
Bei Mittelungen Uber die Kugel oder die Sphare schreiben wir

for = oy -
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Beweis:
Wir definieren flr festes x € U die Funktion ¢(r) durch

6r)i=f wASG) =t r2) dS ()
Dann qilt

&' (r) = ]gB(O,l) Du(x+rz) -zdS(z)

und mit Hilfe der Greenschen Formeln erhalten wir

/ _ y—X
) = f D)

ou
]éB(X,fr) on 45(y)

r
= — A dy =0
n JB(x,r) U(Y) Y

dS(y)
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Damit ist ¢ konstant und es gilt

6(r) = lime®) = fim £ u()dSF) =ux)
Unter Verwendung von Polarkoordinaten erhalten wir schlief3lich

r

/udyZ/ / udS | ds

B(x,r) 0 0B(x,s)
= u(x) /na(n)sn_lds = a(n)r"u(x)
0

Damit ergibt sich gerade die Mittelwertformel

1
() = a(n)rm B(/ ) udy
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Es qilt auch folgende Umkehrung
Satz:

Fir die Funktion w € C2(U) gelte

u(x) = ]éB(X,T) udS

fir jede Kugel B(x,r) C U, dann ist « harmonisch.
Beweis:

Ist Au #~ 0, so existiert eine Kugel B(x,r) C U, sodass Awu > 0 innerhalb von
B(x,r) gilt. Wir wissen aber, dass

0=¢/() =" fB oy D) dy >0

was zu einem Widerspruch fuhrt. Also ist « harmonisch.
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Mit dem LOsungsansatz

S - ((2n — 1)nx
u(z,t) = ) an(t)sin ( 5 )

n=1

erhalten wir durch Einsetzen in die Warmeleitungsgleichung und
Koeffizientenvergleich mit der Fourier—Reihe von g(x) die Gleichungen

dan, n (2n — 1)272 @
dt 4 . 502 -

o (o)
n=12,...

Die Losung dieser Differentialgleichung lautet dann

(2n — 1)27T2t
an(t) = bpe 10000

u(4t) = g e () Saé((b;:j‘@’)

-
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Sind beide Enden warmeisoliert, so haben wir das Anfangsrandwertproblem

i

Ut — Uxx
u(x,0)
uz (0, 1)
ug(l,t) =

Jetzt erfullen die Funktionen

/\\

f(z,t)
g(x)
0

0

uw(x,t) =1,

uw(x,t) = COS (T)

O<z<,0<t<T
0<x<|
0<t<T
0<t<T

T

die vorgegebenen Neumannschen Randbedingungen.
Ein Losungsansatz lautet damit

nmtx

u(z,t) = bo(t) + > bn(t)cos (T)
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Beispiel:
Wir betrachten das Anfangsrandwertproblem

( U = Ugr . 0<x<h0,0<t<LT
u(x,0) = 5——|:1:—25| . 0<z<50
uz(0,8) = 0 L 0<t<T
| us(50,6) = 0 L 0<t<T

Mit dem LOsungsansaiz

w(ot) = bo(8) + " bu(t) cos (”5”0“”)

n=1
ergibt sich durch Einsetzen in die Differentialgleichung

00 2 2 NI
O+ (@< + bnoe)) cos (") =0
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Das System gewohnlicher Differentialgleichungen lautet dann

db dbn, n2m2
=0, TE0)+

Um die zugehérlgen Anfangsbedingungen festzulegen, bestimmen wir die
Fourier—Reihe der Anfangsbedingung g(x), d.h.

g(x) =dg + Z dp, COS (n;ow)

n—

bn(t) =0

mit den Fourier—Koeffizienten

1
doy = %/g(a:) dx
nmTwr
dn, = / cos( ) d
n 50/ 9 50 )
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Man berechnet

o = 2
i 20(2cos(nnw/2) — 1 — (—1)")

n27r2
Die Koeffizienten bg(t), b1(%), ... ergeben sich damit als
mit

n2m?

~ 2500

n

und die Losung lautet

©.@)
u(x,t) = do + Z dne Mt cos (%

n=1

)
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Wir kommen nun zu periodischen Randbedingungen und dem
Anfangsrandwertproblem auf dem Intervall [—[, [] gegeben durch

([ up—uge = f(z,t) | —l<zx<l,0<t<T
u(x,0) = g(x) =<z <l

\ w(—lt) = w(lt) : 0<t<T

| uz(—1t) = ux(l,t) © 0<t<T

Periodische Funktionen auf dem Intervall [—I, ] sind

1

W) =5, vl@)=cos (mlm> , (x) =sin (”733)

Ein Losungsansatz mit Hilfe von Fourier—Reihen ist damit

u(z,t) = ag(t) + i::l <an(t) cos ( ) + by (t) sin <”7ZT~T>)
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Mit den Reihenentwicklungen

co(t) + i (cn(t) cos< ) + dp(t) sin (”7“))

g(z) = po+ Z (pn cos <n7lm:> + qn sin (n;m))

=1
ergeben sich die gewé')hnlichen Differentialgleichungen

— ()

f(z,t)

daO
co(t)

dan 2 2
Wty + " T an(t) = ca(t)

db, 2 2
Doy + "

bn(t) = dn(t)
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Die zugehorigen Anfangsbedingungen lauten

ag(0) =po, an(0) =pn, bn(0) =qn
Beispiel:
FUr das Anfangsrandwertproblem mit periodischen Randbedingungen

[ up— ugr = 1—10:1:(332—772) . T <z<m0O0<tlT
u(x,0) = 25 <z <m
u(—m,t) = wu(m,t) . 0<t<T
| uz(—m,t) = wuqz(m,t) . 0<t<T
ist die Fourier—Entwicklung der Losung gegeben durch
X 12(=1)"

) =25
ul 1) T2 Tions

(1 — e_nzt) sin(nx)
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7.3. Fourier—-Methoden flir die Wellengleichung

Losungen in Form von Fourier—Reihen lassen sich analog zur
Warmeleitungsgleichung ableiten.

Wir betrachten das Anfangsrandwertproblem

[ wpt — uze = f(x,t)  0<zx<,0<t<T
u(x,0) = g(x) . 0<x <
< ur(xz,0) = h(x)  0< <
w(0,t) = u(l,t) =0 : 0<t<T 2
und suchen eine Ldsung in der Form = J Cn . g, =%
W@ t) = S an(®)sin (@> y tf (Z) =%
n=1 ar ) ~(d.,

Die Fourier—Reihen fir f(x,t), g(x) und h(x) ergeben DGLs fir die Losungs-
koeffizienten a;(t), 1 =1,2,....
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Beispiel:
Die LOosung des Anfangsrandwertproblems

'utt—umzo C O0<xe<,0<t<T
u(x,0) = g(x)  0< <

< ut(x,0) = h(x) . 0< <
w(0,t) = u(l,t) =0 : 0<t<T

ist gegeben durch
o0
ue,) = {oncos ("T1) + 2 sin ("74) L sin (")
n=1 l nm [ [

Dabei sind b,, die Fourier—Koeffizienten der Entwicklung der vorgegeben
Anfangsbedingung u(xz,0) = g(x) und d,, die entsprechenden
Koeffizienten von u:(x,0) = h(x).
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