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5.1 Losungen mittels Produktansatzen

Gegeben sei das eindimensionale Anfangs—Randwertproblem &
( Ut = Ugx O <e<m, 0<t< T /
¢ u(xz,0) = wug(x)  0<x<m 1
| u(0,t) = a(t), u(mt)=0b(t) : 0<t< TM
/\

Wir suchen eine LOosung mittels des Produktansatzes:

u(z,t) = p(z) - q()

i .t
Einsetzen in die Warmeleitungsgleichung ergibt 9 fr x
p(x)q(t) = q(t)p" (x)
und damit die Beziehung )
1(t "(x) 7
foe S = B PD S ) 0, g(t) # 0)

q(t)  p(x)
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In der Gleichung

q(t) _ p"(x)
q(t)  p(z)

(p(z) # 0, q(t) # 0)

steht
e auf der linken Seite ein Term, der nur von t abhangt,
e auf der rechten Seite ein Term, der nur von x abhangt.

Daraus folgt
qt) _ p"(x)

q(t)  p(x)

Wir erhalten also die beiden gewohnlichen Differentialgleichungen

qg(t) +6q(t)=0 und p'(z)+dp(z) =0

= const =: —§
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Die allgemeine Losung der Gleichung ¢(t) + 6 g(¢t) = 0 ist gegeben durch

q(t) = coe %,

Die Lésung der Gleichung p”(z) + d p(z) = 0 hangt entscheidend von der
Konstanten ¢ ab:

1) Far 6 = O lautet die allgemeine Losung
p(x) = c1x + ¢ Une be A
2) Fir 6 < 0 lautet die allgemeine LOsung
p(x) = cle_\/mx + cpeVIolE o bt

3) Fir 6 > 0 lautet die allgemeine Losung

p(x) = c1 sin(Vdz) + co cos(Véx) ba J A
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Ohne Bericksichtigung der vorgegebenen Anfangs— und Randbedingungen er-
halten wir Gber den Produktansatz folgende Losungsklassen:

1) w(z,t) = cope - (crz + cp) u(0,+): 554
9, u(z,t) = coe - (cre VIO 4 cpeV/Ilo) nlrd) = ¥
3 u(z,t) = coe - (c1sin(Véx) + ez cos(Vor)) | ylyo) = [

Die vorgegebenen Anfangs— und Randbedingungen lauten

u(x,0) = ug(x), w(0,t) = a(t), w(m,t) = b(t)
Fazit:

Die Parametermenge {cg,c1,c2,6} kann i.A. nicht gegebene Funktionen
ug(x), a(t) und b(t) beschreiben.

Der Produktansatz liefert nur bei speziellen Anfangs— und Randbedingungen ei-
ne explizite Losung.
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Beispiel:
Gegeben sei das eindimensionale Anfangs—Randwertproblem

/

ut = Uzgx O <ze<m, 0<t<T
¢ u(x,0) = sinz =Ulx)  0<z<m
&&]zbﬁf)zo | uw(0,t) = 0, u(m,t)=0 : 0<t<T

Aufgrund der vorgegebenen Randbedingungen fallen grundsatzlich die
ersten beiden Losungsklassen aus. Es bleibt also

u(x,t) = cg e O . (c1sin(Véz) + co cos(Voz))

Ulo )= c (G dmTE
T ¢z C*JP")

[u(:c,t) = 'sing ] = {=1, =2, 66,21

Wegen der Vorgabe u(x,0) = sin x erhalten wir die Losung

Das Beispiel sieht etwas klnstlich aus, ist es aber nicht! +
~t AN
Werne '][ﬂwé — Uy Uy (J{t'l’} — e Gox PN
/mehs “Mx(oz+): -L“T < 0 6—.——\_3
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Kapitel 7: Fourier—Methoden bei partiellen Differentialgleichungen

In diesem Kapitel untersuchen wir allgemeine Fourier—Methoden zur
(approximativen) Losung von Anfangs—, Randwert— und
Anfangsrandwertaufgaben.

7.1. Beispiel: Fourier—Methoden bei gewohnlichen DGL's
Gegeben sei das eindimensionale Randwertproblem:

d%u

_de—z = f(z), O0<=z<lI e
w(0) = O
u(l) = O

Anwendung:
Die Losung u(xz) beschreibt die Gleichgewichtslage eines eingespannten
hangenden Seils mit Spannung 7" und extern angreifender Kraft f(x).
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Wir betrachten zunachst den Spezialfall:

f(x) = Z cn, SiN (mlm)

n=1
mit vorgegebenen Koeffizienten cq, . . ., cy.
Die Inhomogenitat f(x) erfillt insbesondere die homogenen
Randbedingungen

F(O)=f)=0

und wir suchen daher eine Losung des Randwertproblems in der Form

u(x) = Z bp, SiN (mlrac)

Damit sind die homogenenen Randbedlngungen far alle
Losungskoeffizienten b1, ..., by € R erflllt und wir versuchen die
Koeffizienten b, so zu bestimmen, dass u(x) eine Lésung der
vorgegebenen DGL ist.
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Einsetzen in die DGL ergibt:

n=1 n=1
FUr die Koeffizienten b1, ..., by Qilt also
ZQCn
bnzm, n=1,...,N

und wir erhalten demnach als Losung des Randwertproblems

N 2
l“c . /nTx
@ =3 Foamas ()

n=1

Beispiel:

N 2 2 N
T
3 ”227’ bnsin<—m;x> = cnsm(_”j”

)

Fir die Inhomogenitat f(xz) = sin(wz) — 2sin(2nx) + 5sin(37x)

und ! = T = 1 lautet die Losung
1 1

u(e) = 5 sin(ma) — 5 sin(2me) + % sin(3mz)
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Der allgemeine Fall:
Approximiere f(x) durch eine endliche Fourier—-Reihe fy (x), d.h.

fn(z) = Z cn, SiN (mlm:)

n=1
mit den Fourier—Koeffizienten

/f(w)Slﬂ (mlm:) de, n=1,...,N

Siehe Analysis II: Founer—Relhen (Kapitel 10, 11)

Eine approximative Losung des Randwertproblems mit
Inhomogenitat f(x) ist dann gegeben durch:
N 12

C ) nmTx
@ =3 7o ()

n=1
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Beispiel:
Wir betrachten das Randwertproblem

du 0<z<1
— = z, x
dz?
u(0) = 0
u(l) = O

Die exakte Losung laf3t sich durch Integration berechnen:

T2 3
u'(z) = —E—I—a = u(x) = —E—I—aw—l—b

Mit den Randbedingungen «(0) = u(1) = 0 folgt:

3 1

_ = 11 .0 9
u(x) = 6—|—633—6aj(1 x<)
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Wir berechnen nun zunachst die Fourier—Koeffizienten der Funktion

f(z) =z,
also
1
2(_1 n—+1
cn=2/xsin(n7r:13)d:c= (=1) , n=1,....N
nT
0
Damit ergibt sich eine approximative Losung in der Form
N N +1
= SN = SN
un () nzzzl 5 5 (nmx) nzz:l 3.3 (nmx)
Wir erhalten etwa
(2) = 2 sin(rz) — —— sin(27z) + —2=— sin(373) — — sin(4nz)
UP\ L ) — ——= wr) — ——= TXr Twr ) — T
4 w3 473 2773 3273
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Frage: Wie gut ist die approximative Losung?
Antwort: Berechne die Fourier—Koeffizienten der exakten LOosung: mit

u(x) = %x(l — 22)

folgt far die Fourier—Reihe

N

un(z) = > apsin(nrz)
n=1

die Darstellung der Fourier—Koeffizienten

2(—1)nrt

n3m3

1
1
an = 2/6:1:(1 — z?)sin(nrz) do =
0

Dies sind aber gerade die (Fourier—)Koeffizienten der approximativen Losung!
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7.2. Fourier—-Methoden flir die Warmeleitungsgleichung

Wir betrachten folgendes Anfangsrandwertproblem der
( Ut — Uzxx

Warmeleitungsgleichung
 0<ax<l,0<t<T
u(x,0) g(x  0<z<]

u(0,t) = w(l,t) =0 : 0<¢t<T
und suchen eine Losung in Form einer Fourier—Reihe, also

u(x,t) = n§1 a:\(;);in R(ZTE)

7\

Bemerkung:

Da wir nur Sinus—Funktionen in der Fourier—Reihe verwenden, sind die
vorgegebenen homogenen Randbedingungen automatisch erfllt.
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FUr die Koeffizienten der Fourier—Reihe gilt wiederum

an(t) = ?O/lu(:c,t) sin (mlra:) dx

Gleichzeitig kbnnen wir die Inhomogenitat f(x,t) in einer Fourier—Reihe
darstellen, d.h. Fk

F@D =3 en(®)sin (@) @ /f(:c £ sin (”7"”’) dz

n=1
Wir berechnen nun die Orts— und Zeitableitungen des Losungsansatzes

w(@t) = S an(®)sin (@)

n=1
und erhalten
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die Beziehungen

du X dan, NI
—(z,t) = > —“(t)sin ( )

Ot = dt

du > nm NI
—(x,t) = t)— cos | —
5@t = X an() (")
0%u s n?n?  /nww
@(ﬂ%t) = _n;1 an(t) 7 sin (T)

Daraus folgt

Ut — Ugpy = i (@(t) —I—an(t) ner 2) sin (n?aC) {H) Zﬁ s.n"_"_"

n=1
und wir erhalten durch Gleichsetzen mit der Fourier—Reihe von f(x,t)
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ein System gewohnllcher Differentialgleichungen der Form

2 2
~———— l%(t)‘l‘an(t) @j Vhe j

Die Anfangsbedingungen a1(0), a~>(0),.. ergeben sich aus der
Anfangsbedingung u(xz,0) = g(x):

g(x) = Z bn, SIiN (mm:) = /g(az) sin (n7lm:> dx

\ und daher u ()(+} S o[t w27 fﬂrr,( |
h=na oP gL
Qn(O) - bn n — 17 27 < (/1(.7(1‘3' - ‘9""‘('0) Stwm‘(‘. =

h=aAa

Damit haben wir ein Anfangswertproblem fur ein lineares System ?C,{, = % L, Slh‘;?
gewohnlicher Differentialgleichungen, das zudem entkoppelt ist. e
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o~
M(-’(x‘}): Z 4’%@] Sl"‘.b"'j'rfi

A2 |

Die Losung laBt sich also direkt angeben:

n27r2 :
t an(t) =><D (— 2 -t> + /exp (—
0

2 /
ol

Beispiel:
Wir betrachten das homogene Anfangsrandwertproblem Do
{ u(z,0) = 5—¢z—25] : 0<z<50 “
| uw(0,t) = u(b0,t) =0 : 0<t<T
\/ )

. . L o ] Se
Die Berechnung der Fourier—Koeffizienten von g(x) = 5 — l|ac — 25| ergibt

1 >0 NTIT
T

bn, / (5——|:1:—25|) S|n< ) dx =-
25 50
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Da wir eine homogene Warmeleitungsgleichung betrachten, folgt

40 ni n2m2
an(t) = —5 5sin (?) P\ ~3500 "

und die Losung als Fourier—Reihe lautet

= 40 _ (nm n2m? . /nTx
u(z,t) = )  —55Ssin (?) exp —2500-15 sin (E)

n=1n T

Beobachtung:

1) Fr festes f’> O fallen die Fourier—Koeffizienten ay (t) der Losung
exponentiell schnell fir n — oo ab. Hohere Werte flr n
beschreiben gerade die hoheren Frequenzen in der Losung.

2) Fur festes n fallen die Fourier—Koeffizienten exponentiell schnell far
t — oo ab. Der Abfall ist umso schneller, je grof3er n ist. Fur grof3e
Zeiten beschreiben also wenige Terme der Fourier—Reihe die
exakte Losung sehr gut.
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Beispiel:
Wir betrachten das inhomogene Anfangsrandwertproblem

(ut_umx — x:f(xﬁ) F 0<xe<]l,0<t<T Chig
{ u(z,0) = 0=¢0 . 0<z<1 b <o
| uw(0,t) = w(l,t)=0 : 0<t<T

Dann gilt mit den Bezeichnungen von oben

_ 2(_1)n+1

nTm
und damit

2(t—s) (_1)n—|—1 ds —

NG (1 _n ﬁ)

t
an(t) = 2/6_”27T 3.3
0 Q (o]0 = 5.
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Bis jetzt:
Anfangsrandwertprobleme mit homogenen Randbedingungen, d.h.

¢ u(xz,0) = g(x)  0< <]
| u(0,t) = wu(l,t)=0 : 0<t<T

Was passiert

1) bei (einseitig Neumannschen) Randbedingungen der Form
Woriehsl  u(0,t) = 0, g—Z(z,t) =0, [ssltel
2) bei periodischen Randbedingungen der Form
w(0,t) = u(l,t), %(O,t) = %(l,t)

Wie sehen die entsprechenden Fourier—Methoden aus?
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Wir betrachten zunachst das Anfangsrandwertproblem

(up—uzr = f(x,t) 1 O<z<l,0<t<T
u(x,0) = g(x) . 0< <]

| w(0,t) = 0 L 0<t<T
ug(l,t) = 0  0<t<T

Bemerkung:
Beschreibt die Funktion u(x, t) eine orts— und zeitabhangige
Temperaturverteilung, so bedeutet

1) die Bedingung «(0,t) = O, dass das linke Ende des Intervalls [0, ] mit
einem unendlich grof3en Eisbad in Kontakt steht,

2) die Bedingung u;(l,t) = 0, dass am rechten Ende kein Warmeflu3 nach
rechts existiert, d.h. das rechte Ende des Intervalls ist perfekt warmeiso-
liert.
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Die Fourier—Reihe
<2

— L
u(e,) = Y an(@sin (TT0)  elat)z 2 2Tt
n=1 l
kann keine Losung sein, denn unabhangig von den (zeitabhangigen)

Koeffizienten gilt dann stets

Lf&l\.&-\
w(0,t) = u(l,t) =0
Die im Problem vorgegebenen Randbedingungen [ Z
u(0,t) = 0, uz(l,t) =0 © ¢
werden zum Beispiel durch die Funktion OWLEL
T
t) = sin | —
u(x,t) = sin <2l) , ,
erfullt. Wl I
? ¢
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Diese Funktion beschreibt gerade eine Viertel-Sinuswelle.

Funktionen mit hoheren Frequenzen erhalten wir, wenn wir daran eine
halbe Sinuswelle anhangen, also
Tx  krx
sin : ke N
Gi+ )
Die Funktionen hoherer Frequenzen sind dann von der Form

. ((@n—-1)nx
uw(x,t) = sin ( 5

Ein Losungsansatz flr das vorgegebene Anfangsrandwertproblem, der
automatisch die vorgegebenen Randbedingungen erflllt, lautet damit

S - ((2n— 17z
u(x,t) = ngl an(t) sin ( 5 )

), neN. n>2
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Beispiel:

Wir betrachten das Anfangsrandwertproblem {(&*/ =0 Gn=o
< u(z,0) = 5—Llz—25 : 0<z<50 ‘//
u(0,t) = O . 0<t<LT
| u2(50,t) = O . 0<t<LT /\ >

Die Berechnung der Fourier—Koeffizienten von g(x) = 5 — %|x — 25| ergibt

50
1 on — 1
/(5——|a:—25|)5|n (2n = Dz .
25 100

80(—+v2sin(nr/2) + V2 cos(nw/2) — (—=1)")
B m2(2n — 1)2
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Mit dem LOsungsansatz

S - ((2n — 1)nx
u(z,t) = ) an(t)sin ( 5 )

n=1

erhalten wir durch Einsetzen in die Warmeleitungsgleichung und
Koeffizientenvergleich mit der Fourier—Reihe von g(x) die Gleichungen

dan, n (2n — 1)272 @
dt 4 . 502 -

o (o)
n=12,...

Die Losung dieser Differentialgleichung lautet dann

(2n — 1)27T2t
an(t) = bpe 10000

u(4t) = g e () Saé((b;:j‘@’)

-
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