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Laplace Gleichung im zweidimensionalen Raum

Definition: Sei Q C R? ein beschrinktes, zusammenhingendes, offenes Gebiet
mit dem Rand 6Q. Eine Funktion u € C*(Q2) N C(Q U 6€2) heiBt harmonisch
in €2, wenn

Au = Ugy +Uyy =0 V(z,y) € Q

Randbedingungen

Damit es eine eindeutige, stetig von den Daten abhangige Losung der DGL
gibt, braucht man noch Randdaten.

Dirichlet Randbedingungen: Losung u ist auf dem Rand vorgegeben.

Neumann Randbedingungen: Ableitung 0, u(x,y) ist auf dem Rand vorgege-
ben.



Auch ein gemischtes problem ist moglich.

uy
Beispiel : u = Temperatur in einem Kreisring 1 < 22 4 y? < 4 Q
Temperatur wird innen konstant auf u; gehalten und auf dem duBeren Rand ist
die Anderung der Temp. proportional zur Differenz der konstanten AuBentem-

peratur u4 und der lokalen Temperatur u(z,y):

u(xr,y) = u fir 22 + 9% =1
Onu(,y) = k(u(z,y) — ua) fir 22 +y* =4
o




Laplacegleichung auf Rechtecken mit Dirichlet Randbedin-
gungen.

Au =0 u € (0,a) x (0,L), u = g auf Rand von(0,a) x (0, L).

No~—
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Zuniachst: sei g auf drei Seiten des Rechtecks = 0. Zum Beispiel: L=
U:S —| Aw=? u=90
>
INERS N y,

u(0,9) = g(y) u(a,y) = 0,  Vye[0,L] SFO
u(x,0) = u(x, L) =0, Vx € |0,qa.

Separationsansatz/Produktansatz: u(z,y) = v(z) - w(y)

Einsetzen in die Differentialgleichung ergibt:

A= tas + iy = @) +o@u) =0, | =
M — N — V. W

f/ f}
+-‘:’._.. - Q

\J SV 4



Falls v, w # 0 im inneren des Rechtecks: L

1" 7
— v((x)) = - w((y)) ::'\/U""é& Q A—e
v\x w
—— \,y_/
nur von x abhangig nur von y abhingig
/
v'(z)  w'(y) v = N w”= _ Mw
— = — — )\ —
v(x) w(y)

Die Randbedingungen liefern fiir nichttriviale Losungen

¥ %
u(z,0) = v(z)w(0) =0 = Lw(()) —0,\ u(z,L) = v(z)w(L) = 0 =\ w(L) = o)

WY ) — () —
RWA: 5 = =4 w(0) = w(L) = 0 |

Dgl. li(y)—i-)\w(y):() /j_A_Z‘l O-[n —i A\/\A :/\A 4+ M=

liefert fiir A = 0 : w(y) = c1e% + coye

I



Fir A £ 0 : w(y) = c1eY ™ + cge™ VN

Falls A < 0 ist a := v/ — A\ reell.

—— ———

w(y) = c1e®Y + coe ™Y

—

A A
w(0) = 1 + 670 =0 = 3 = —¢;

——
— ¢ =0 oder e* L ==L —\
/_'\-_/__\/\__‘



Falls A > 0 ist v/—A\ =: i imaginar. o c R
\013

w(y) _ 51672043/ + 526—iay e - (e \0(\%\ A St Ko/‘é)

Reelle Lbsung:/wm"ﬁ

w(0) = ¢y cog(()) —I—%S';@ :\c/l—zm N

w(L) = cysin(al) = 0 C = =)IWZ=P =
— o = 0 oder sin(aL) = 0 e
( )k S\n(o(L)__ o« = ™
also all = km = ap = - = i * = a weZ
e\
)\k—(f) ,kENO y //
LV S
VA
. . [ km
Zugehdrige Losungen: | wg(x) = sin (fy)
7
vV

Mit diesen A—Werten losen wir die zweite DGL



Alternativ: v, = a sinh (’% x) + b cosh (’% x)

Hier wird der Ansatz mit den e-Fkt'n weiter bearbeitet

Die dritte Null-Randbedingung liefert:

u(a,y) =v(a) wly) =0 = v(a) =0 =




und damit | vg(x) = By {—62]%“6_1%‘” + ekT%)}

Jede Funktion ui(z,y) = vg(z) - wi(y) 16st die DGL. und erfiillt die drei Null-

Randbedingungen. Das gilt dann aber auch fiir jede Linearkombination dieser )
_kn kN ..f-'x

L' -

k- LR
L

G] - Q’ —

/ /

i s v v k
u(w,y) = Y By | —e* T B + ¢E7)| sin(y)
k=1

oder damit es iibersichtlicher wird, mit ¢y, = Bre LT ® und mit n — oo (hoffentlich
konvergent!)

km

u(xjy) = Z CL {ekfﬁ(x—a) — e_kTﬂ(w—a)) Slﬂ(fy)
k=1




Zu erfiillen ist noch u(0,y) = ¢g(y) also

k

L
k=1

E=——v—____=._-—1

o« |
w(0,5) = 3 ep [ FO) — T O] sin(y)

Y
(W)  Felo.L

Bestimme dazu Fourier Koeffizienten der ungeraden, 2L-periodischen Fortset-

zung von g.
g(y) = Y Besin(kwy),  w
k=1
9 L
b= [ o) sinGwy)dy.
0
Dann gilt mit

B

km kn

e LY — el @

SIE

3Y)

und damit | u(z,y) = Z Ck [e%ﬂ(x_a) — e—k%r(w—a)) sin(

k=1

k

L

Y)
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oder mit by = 2¢y

) = 3 besin (o 0) s (1)

k=1

Sind die Nullranddaten anders verteilt, so muss der Ansatz angepasst werden.

Beispiele: Anleitung + Ubung!
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Laplace Gleichung auf Rotationssymmetrischen Gebieten
\/R)(;\a) = XZJ\'BL

: : : WY, ¥) = v
Laplace Operator in Polarkoordinaten x = r cos ¢, y = rsin ¢: e
I Av = o :,I:uw‘*“‘*‘f
-0
v(z(r, @), y(r,9)) = u(r,d)| Av = 0 < 1%Upr + 17U + ugyp = 0.
BEWEIS: Setze v(x(r, ¢), y(r, ¢)) = u(r, ¢). Dann liefert Kettenregel . S
(6= ‘A
Vi Cxent) | 9ce 1) Gy =5 @)y Ve T /\
/ ) ( )f\ -\-C-DS(‘Q)[VJQ_\(“X( 4\/5(3‘\51’
Upr = Vg * Ty + Uy + Ypr = cOS(@P)v, + sin(¢)v -
- = y *:( %,\)ty/ N Sm(\?)r_\/y S
Up = Vg Ty + Uy - Yp = —rsin(¢)vy + rcos(p)v, “
Xy ‘i’“"/y \/(]

trp = V2 005°($) + 204y c08() Sin(B) + vy sin’(g) +7 NI LYY

Ups = VT SN (D) + 20,y7° cos(@)(— sin(@)) + vyyr cos’(¢) — r cos(p)ve — rsin(¢p)v,
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Einsetzen in die Differentialgleichung

Uy + TUyr + gy = (17 0/52/¢) + 7% si (cb))vm
~—
+ (2r* cos(@) sin(9) — 2 cos(6) sin(9)) vy

+ (r® SW) + 7 CQS%(Qb))'Uyy

+ 1 cos(P)v, + rsin(P)vy - cos(¢)v, — 7sin(@)v,

= 1 (Vaw + Vyy) - M,u(up\ww)
pY
w (r, % ”\
Ansatz: | u(r,¢) = w(r) -v(gb)\in Py Uy 4 gy = 0 .
o / " u v 'I,' )
Neue Dgl.: r“w -fu+'rw-fu+w-fu =0 *
Sortieren nach v und w: v(rcw” + rw') = —w-v” ' . —V""“ : |
hwv vez 3 ’]"2 " —|— 'r'w /U//:--—'—'--— I\N v V2w ‘f O\\-"" U(V@P
— = —— =\
N 0~L>L.- W v D/

System gewohnlicher Dgl'n:

V(p) = —Iv(9), 2w’ (r) + rw'(r) — dw =0
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Zunachst Dgl. fir v : v"(¢) = —Av(¢)
Liefert wieder lineare Funktion, reelle Exponentialfunktion oder Sinus/Cosinus

v sollte 2r—periodisch sein, daher kommen nur \;, = k? und Q’“\j“)’ _ _wosis (k)

ve(@) = ap cos(kd) + bysin(kd), k€N, @) :@ s

in Frage. Gleichung fiir die passenden wy lautet

O // / / 1 \u” %/ Y%I+k_o
- L | - - -
t/(" Y(rw ..{_,\‘J )__.O
2 - _ 2
q Sr Y
k=0: w”——%w’ﬁw’:—oﬁ wo = ¢o + doIn(r). 8""//
- -
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k # 0: Eulersche Dgl.: (fr) + rw'(r) — k*w =0

Substltutlon r = e' oder Ansatz Kw = rﬂ

w' = zﬁ;{ w” =y = 1r"”
[ \/\A/V,

Also Dgl:

_—ki@)+@ N +@. vy —1)(r772=0
@@(—lﬁ%ﬂty? ) =0 = v==k

und damit wr(r) = cprF + dprk

Jede Funktion w;. - v l6st die DGL. Da die Dgl linear ist, ist Jede Lin.Komb.

auch eine Losung

u(r,¢) = co+doIn(r) + Z cxr™" + dir®)(ay cos(k) + by sin(ke))
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Da die Losungen beschrankt bleiben sollen wahlt man:

Z a (Jk‘*ucﬂ (et by ¥
Co 4

—-
—_—

. . s
Auf einem Innenraum also fiir die Aufgabe o< v < R

Au=0in 2% +y? < R?, u(R, ¢) = ug(¢) N~ A
N A auSh s —
¢, = 0 und dy = 0 und erhilt: R

_—

e Auf einem AuBenraum also fiir die Aufgabe
Au=0ina?+y? >R, u(R,¢) = uo(d)
dk = 0 und:

u(r, ¢) = A? 4 Z ( ) (Ag cos(ko) + Bgsin(ko))

k=1

16



e in einem Ring mit R < z° + y* < R3 mit RW'n u(Ry,¢) =
ui(9), u(Rz,¢) = uz

volle Ansatzfunktion.
e im (Ring-)Sektor: Periode anpassen! Siehe Ubungen.

Koeffizienten werden mittels Fourierentwicklung der Randbedingungen bestim-

men!
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Beispiel: 2
Au = 0 fiir 2 + y? < 4, w(z,y) =4 —y?, auf 2% + 9 = 4. _1@AL
: - e——

Allgemeine Lésungsdarstellung auf dem Innenraum z? + y? < R? : V

A ok - W &) -Ll—‘;
k u(r, p) = 70 + 2 (/@)) (Ag cos(kg) + Bysin(ke)) )' y=1 s\~ (%)
—1 _
—

Randwerte: u(R, ¢) = ug(¢) ghier u(2,¢) =4 — (2sin(¢))?)

—

Losungsformel liefert:

u(r, @) = AO @ (Aj cos(k¢) + Bysin(ko))
w(2, ¢) = 4 — 4sin?( ; A? + Z (A cos(k¢) + By sin(ke))
~— T U k=1

Dies ist eine Fourierreihe! Bestimme Fourierkoeffizienten von wug.
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A ©.¢)
uo(p) = =2 + Z Ay, cos(ko) + By sin(ko)
1 2T 1 27
A= [ w@)eostho)ds,  Be =~ [ uol¢)sin(ko) o
T Jo T Jo
Yo N — cas(2y
Hier: s S (1*) :A_LS{ALT 2~ =/ )
L\SMLT - 2_2@5(2‘?)
ug(¢) = 4 — 4sin?(¢) = 2 + 2 cos( 2qb =04 Z Ag cos(ko) + Bysin(ko)
N— - \A‘-?— A)_:: L
Damit Ag =4, Ay =2, A, = 0 sonst und B, =0 /x“&
(4]
™ 2 .S N Y N0 Ay cos(le)
o a () w0t BN
YA \\
= ) =+ L L) . o (Z‘f’) Q

Rl R- L 19



Herleitung tiber Fourier Reihen
Satz: Sei ug eine 2m-periodische, stiickweise C'! Funktion. Dann hat die RWA
Au=0ina?+y> < R* (R, ¢) = uo(¢)

eine eindeutig bestimmte Losung. u hat in Polarkoordinaten die Darstellung

r

u(r,¢) = % + Z (E>k (g cos(kp) + Brsin(ke)), (1)

wobei die o, und (i die Fourier Koeffizienten der Funktion ug sind.
Beweis:

Annahme: u ist eine Losung der Laplacegleichung auf einem Gebiet D mit
Kgr(0) C D. In D gilt dann (s. Oben)

r2Au = r?u.. + ru, + upy = 0. (2)

Fiir festes r €]0, R] ist ¢ — u(r,¢) eine glatte, 2r— periodische Funktion.
Die Fourier-Entwickung dieser Funktion konvergiert absolut und gleichmaBig.

20



Es gelten

u(r, ¢ )cos(kop) + by(r)sin(ke)), (3)
ag(r) = %/()Wuﬁ, a) cos(ka) da, br(r) = %/Oﬁu('r, a) sin(ka) da

Ableitungen von u aus (3): glm. Konvergenz erlaubt Ableiten unter der Summe!

ur(r,8) = ") ST (4l (1) cos(ke) + By(r) sin(k)

ug(r

—k - ap(r) sin(kop) + k- br(r) cos(k¢)),
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Einsetzen in DGL (2):

i(z() b SIS (02 al) ) — K- an(r) cosli) \

I

+ (r? - bl(r) + 7 b (r) — k* - by(r)) sin(ke)) = 0

—_—
P

cos(ko), sin(k¢): ONS = Alle Koef'n = 0:

- aolr)” + ap(r)

r? e all(r) +r-al(r) — k% ag(r)
r? bl(r) + 1 b (r) — k% - br(r))

0
0
0

22



Die Losung der gewohnlichen Dgl'n fiir ay, by liefert (s.Oben)

ap(r) = Ay + Coln(r)
ar(r) = Ag - r* + C - 'r_k, bi(r) = By - r* 4+ Dy -k

Damit die Losung fiir » — 0 beschrankt bleibt: C, = Dy = 0.

Also insgesamt

u(r, p) =

A? E‘ (Ap, - 7" - cos(kg) + By, - " - sin(kg)) (4)

23



Randbedingungen:

u(R, @) =

A? + kz::l (Aj - R¥ - cos(k¢) + By, - R*- Sm(k(/ﬁ)) uo (@)

D.h. Ay - R bzw. By - R* sind die Fourierkoeffizinten von uy.

u(R, ¢) = uo(9) = 7 + (axcos(kg) + By sin(ke)),

Damit also Ag = g und A, = g’;;, Br = 5"3 fur k € N.

Einsetzen in (4) ergibt die behauptete Darstellung (1) der Losung von (2).
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Produktansatz geht nicht immer! Sia ()

s
Beispiel: u; + xu, = 0/u(x,0) = ug(x).
/

. . ' VR
Ansatz u(x,t) = v(x) - w(t) eingesetzt in DGI: ML=V W Wx =V

>< v(x) w(t) ==X - ’U/(ZU) w(t) — VW & YV,U\; = O

_\'.\l ><\II " c\\“-'__},\\M é\'_\j =_',\¢§l-
vt v R N Ak
t‘ K-t . ~ A -
w(z,t) = ¢ (ze=t)" = Intwls AL C W=ce
w(z,0) = ca? <
V é)‘ - - \V4 x
~ A
-—/\ ‘4‘ J NV - )4!.
Charakteristiken Methode liefert: I (vl /N do
_At
u= f(xe "), = u(x,0) = f(x) Kein Problem! (< A)= W.V = C ,(I’\p_
)
<) = S~ (x N
\,.0\) Y ) . _t)
= C -KXC /\
- \ 0
v (x t) :S(n(x<%> Wi o) = B (x) = c.’&xe ) L
— CX/ - S“"\(x)i
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