3.1  Normalformen linearer Gleichungen 2. Ordnung
Gegeben sei die Differentialgleichung (in Matrixschreibweise)

(VIAV)u + (b V)u + fu=g
mit der konstanten und symmetrischen Matrix A = (a;;); j=1.... n-

Lineare Algebra: Hauptachsentransformation
Jede reelle, symmetrische Matrix A ist diagonalisierbar. Weiter gilt

D=S"1AS

wobei S als eine orthogonale Matrix gewahlt werden kann.
Bemerkung: Eine reelle Matrix S ist orthogonal, falls gilt:

s—1—=g7

A Wit o - (o )) (v Ao ) = dw (Avu\)
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Ansatz zur Herleitung von Normalformen:
Verwende die Koordinatentransformation

X = Sy &

und setze

Mit u(x) = @(S? x) folgt

a .
Wegen 8—% = s;; gilt Yu = g

\%4

> _ (<T) -

?E:J - (‘S)\)I_(S}U
Oy oW
2% O
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Die letzte Beziehung bedeutet aber gerade:
Vzu(x) =S Vyﬂ,(STx)
oder in formaler Schreibweise
Vi =SVy
Transponieren wir diese Beziehung, so folgt
vVi=@6vy)'=v,st
Ergebnis:

LOst » die Gleichung

(V' AV)u+ (b Y)u + fu=g

so erhalten wir fur @ die PDE) | \
= —

(VISTAS V)i + (b'S V)i + fi =g
D
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Definition:

Gegeben sei die partielle Differentialgleichung 2. Ordnung

(VEAV)U+ (B V)u+ fu=g

mit der konstanten und symmetrischen Matrix A = (a;;); j=1,... n-
Dann ist die zugehorige Diagonalform der PDE gegeben durch

Y(jTD V>i+ ((8"B)Y' V)i + fi =g

mit der Diagonalmatrix

D=STAS, S's=1
Dabei ist b(y) := b(Sy) und

fly) = f(Sy) g(y):=g(Sy)
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(\77‘/~L V)b\ = (éx,, >=<1) CM Qﬂa)
& &t

Uu
L 1 "< 7
Beispiel: de”f(A-)-L) __,( (@, __)\/(Qu,_)) e,, =O
Wir betrachten den Fall von zwei unabttangigen Variablen:
0°%u 0%u 0%u 02%u
11522 ta12 (89@28331 +8a:13:c2> ta 22543 J

b1(x1, wz)—l + bo(x, wz)—z + f(x1,z2)u = g(z1,72)

Mit p := S*'b lautet die Diagonalform

( )QQ*' @92*' o
-I-p1—+p2—-|-fu =g
Oy3 Oy4 8y1 Oy2

Beachte:
Die Transformation auf Diagonalform ist keineswegs eindeutig,
allerdings sind die beiden Koeffizienten des Hauptterms gerade
die Eigenwerte der Ausgangsmatrix A.
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Definition: (Klassifikation partieller Differentialgleichungen 2. Ordnung)
Gegeben sei die partielle Differentialgleichung 2. Ordnung

(VIAVu 4+ (b V)u+ fu=g
mit der konstanten und symmetrischen Matrix A = (a;;); j=1,... n-
1) Sind samtliche Eigenwerte von A von Null verschieden und besitzen sie ein-
_heitliche Vorzeichen, so nennt man die Gleichung elliptisch.

2) Sind samtliche Eigenwerte von A von Null verschieden, wobei ein’Eigenwert

ein anderes Vorzeichep ale.di Ubrigenlz — 1 Eigenwerte besitzt, so nennt
man die Gleichung hyperbolisch.

3) Ist mindestens ein Eigenwert von A gleich Null, so nennt man die Gleichung
parabolisch.

hlcu M /’)_,(LXLL‘/[_; f |
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Beispiel:
Wir betrachten wiederum den Fall von zwei unabhangigen Variablen:

02 02 02 02y
g R ) +ano— +
Oxy O0xr>0x1  O0x10xo ox5

aii + ayo (

ou ou
b1(zq, wz)a—ml + bo(zq, 9172)8—w2 + f(z1,20)u = g(x1,72)

Dann ist die Diagonalform gegeben durch:

02 02 O ou . -
Mo TA 5 +D1i— +tbo—+tfu=g
Oy? Oy4 dy1 Oy2
Die partielle Differentialgleichung heif3t .
. h=
1) elliptisch, falls A1 - Ao > 0 ist. S&Y"m"’% VL
2) hyperbolisch, falls A1 - A» < O ist. o s 2D [

3) parabolisch, falls A1 - Ao = 0 ist.
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Bemerkung:

Die Typeneinteilung laft sich auf Falle mit nichtkonstanter / %
Koeffizientenmatrix A erweitern: die Gleichung
[yuacx — Ugy — Uyx + TUyy| = O 5 l’l7(’

hat die Koeffizientenmatrix

y 1 H

A =
-1 «x 2
=2

Die Diskriminante D lautet daher (){ —/\)(K-—)J -1 =) *"A(’”j) —M

= A
D=1-uxy ot

Die Gleichung ist also parabolisch auf der Hyperbel xy = 1,
elliptisch in den beiden konvexen Bereichen xy > 1 und
hyperbolisch im zusammenhangenden Bereich xzy < 1.
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Beispiel:
Die Tricomi—Gleichung

k(y)um; — Uyy — 9(5’37 y)

ist elliptisch fir £(y) < 0, hyperbolisch fiir £(y) > 0 und parabolisch
fir k(y) = 0.

Zentrale Frage:
Wieso macht man eine solche Typeneinteilung?
Zentrale Antwort:

Jede Typenklasse hat charakteristisches Losungsverhalten!
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Normalformen partieller Differentialgleichungen 2. Ordnung:

Definition:

1) Die Normalform eine@iffmentialgleichung inn
Variablen x = (x1, .. . Tn) ist
n
+ > biug, + fu=g
i=1
2) Die Normalform ein@ifferentialgleichung in (n+ 1) Va-

riablen (x,t) = (z1,...,xn,t)" ist
n
| — A Z:].

Hierbei bezeichnet A den Laplace—Operator bezuglich x.
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3) Die Normalform einer parabolischen Differentialgleichung in (n + 1) Varia-

blen (x,t) = (z1,...,xn, t)! ist
RN n—1
O. Up. Ay - .bout,}'l- Z biug;, + fu=g
“+ A Co =1

wobei A wiederum den Lapiace—Operator bezlglich x bezeichnet.
Klassische Beispiele:

1) Elliptische Laplacegleichung
Au = 0,
2) Hyperbolische Wellengleichung
uy — Au =0,
3) Parabolische Warmeleitungsgleichung

ur = Au,
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3.2 Korrekt gestelite Probleme

Definition:

Ein korrekt gestelltes Problem besteht aus einer in einem Gebiet
definierten partiellen Differentialgleichung zusammen mit einer gewissen

Menge von Anfangs— und/oder Randbedingungen, so dass die folgenden
Eigenschaften erfullt sind:

1) Existenz:
Es existiert wenigstens eine Losung, die alle Bedingungen erfullt.

2) Eindeutigkeit:
Die LOosung ist eindeutig.

3) Stabilitat:
Die Losung hangt stetig von den Anfangs— bzw. Randbedingungen
ab, d.h. geringfiigige Anderungen in den Daten ergeben geringfligige
Anderungen in der Lésung.
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Eindimensionale Wellengleichung
Beispiel:

Das Anfangswertproblem flr die eindimensionale WeIIengIeichyé

A.

S

{utt—c uzrz =0 INR x [0,00)

Ah{,__?slml‘ lu = uO'@ aul@% x {t = OJ

ist ein korrekt gestelltes hyperbolisches Problem.

Physikalische Motivation:

Die Wellengleichung beschreibt das dynamische Verhalten einer
eingespannten Saite, die zur Zeitt = 0

1) um die Funktion ug(x) ausgelenkt ist und

2) sich mit der Geschwindigkeit vg(xz) bewegt.
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,=0:  Ulgt) = 4 (u(x- ~¢1) tusly +f)

uH. - CZ&,(( - A (U”(}( t.','}(-f- U, (:(I-O'IL) < "‘C M- (-(’C+) CV‘ ({+C+)) =9
Die eindeutig bestlmmte Losung ist (Formel von d’Alembert):
WIT v e Kl 1 1 x+tct
u(a,t) = S(uo(e — o) +uo(e +et)) + 5= | vo(€) d
xr—ct

Stetige Abhangigkeit von den Anfangsdaten:
Sei u(x,t) die Losung zu den Anfangsdaten (g, vg). Dann gilt:

w(x,t) —u(x,t) = %(ﬂo(a} —ct) —upg(x — ct))

—I-%(ﬂo(:c + ct) — ug(x + ct))

x+ct
/ (70() — v0(€)) d

Daraus folgt aber [[(Hw-_ | fel

[a(x,t) —ulz,t)| < ||lug — uolloo ~+ t||vg — volloo
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Beispiel: (Hadamard)

Anfangswertaufgabe fur die Laplacegleichung 7
YAV
= =

Das Anfangswertproblem fir die zweidimensionale Laplacegleichung

o * [ [usz Fuyy =0 iNR x [0,00)
u = ug,uy = vg aufR x {y = 0}

Romlbelgy

ist ein nicht korrekt gestelltes elliptisches Problem.

Setzen wir ug(x) = vg(x) = 0, so ist die eindeutig bestimmte Losung
gegeben durch @:o \/o—_g — @

u(z,y) =0 4 7 (mff; e
Lauten die Anfangsdaten dagegen /\ W55 7:;_30




so ist die eindeutig bestimme Losung zu den Anfangsdaten (ug, v§)

u(x,y) = %Sin(naz) sinh(ny)

Nun gilt
im uh = ug im Vg = Vg
Vergleicht man aber beide Losungen, so ergibt sich wegen
1

lim ——=sinh(ny) = o (y > 0)

n—o0 n2

das Grenzverhalten

im u"(z,y) # u(z,y)

n—aoeo

d.h. die LOsung hangt nicht stetig von den Anfangsdaten ab.



Randwertaufgabe fur die Laplacegleichung

Beispiel:
Das Randwertproblem fur die zweidimensionale Laplacegleichung
{ Uzr + uyy = 0 in{(x,y) c R? : :1:2—|—y2 <1}
u=g auf {(z,y) e R? : 22 4+ y2 =1}
ist ein korrekt gestelltes elliptisches Problem.

Die eindeutig bestimmte Losung ist durch die
Poissonsche Integralformel

gegeben:
1—x2—y2

/ g(z) p
o
21 I|x — z||2

Izl =1

u(z,y) =
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