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Kapitel 1: Was sind Partielle Differentialgleichungen?

1.1 Allgemeine Notationen
Definition:

X N
U pn
Eine Gleichung bzw. ein Gleichungssystem der Form

P P P
F X,@X),a—u,...,ﬁ—u,...,ag, 8_111 ,...,8—1; =0

fir eine gesuchte Funktionu : D — K™ D C R? heift ein System
partieller Differentialgleichungen (PDE) fur die m Funktionen

w1 (x), ..., um(x).

P
Tritt eine der partiellen Ableitungen p—ter Ordnung plc ¢ 5, explizit
Ox{"...0xy

auf, so spricht man von einer partiellen DGL der Ordnung p.

Typischerweise treten in Anwendungen (Systeme) partielle(r)
Differentialgleichungen erster und zweiter Ordnung auf.



Definition:

1) Eine PDE heif3t linear, falls F'(x,u,...) affin-linear in den Variablen

ou oPu .
u,—, ..., —— ist
ox1 oxh
2) Eine PDE hei3t semilinear, falls F'(x, u, .. .) affin—linear in den
. oPu oPu Pu
Variablen —, ,...,—— ist und die Koeffizienten nur von
8281 8331 8332 Oy,
x = (z1,...,zn)L abhangen.
3) Eine PDE hei3t quasilinear, falls F'(x, u,...) affin—linear in den
. oPu oPu oPu
Variablen B ,...,——= Ist. Die Koeffizienten konnen dann von
axl 8:1:1 8:62 Oy,
p—1
(x u, 8—“ ..,a 1) abhangen.
Oz oxb™

4) In allen anderen Fallen ist die PDE nichtlinear.



Beispiel:

1) Skalare lineare PDE 1. Ordnung in zwei Variablen

a1(z, Yuz + az(z, y)uy + bz, y)u = c(z,y)

2) Skalare quasilineare PDE 1. Ordnung in zwei Variablen

CL]_(ZC, y?@)ux + Q’Q(CB? y)@uy — g(CU, Y, u)
3) Semilineare PDE (System) 2. Ordnung in n Variablen

n

> aii(@1,... , Tn)Uzz; = b(21,. .., Tn, 0, Ugy, ..., Uzy,)
,j=1

4)" Nichtlineare skalare PDE 1. Ordnung in zwei Variablen

(UCC)Q + (uy)z — f(xa Y, U, Ug - Uy)
e
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Bemerkung:

In Anwendungen treten typischerweise Ortsvariablen x = (z1, ..., zn)%
(oft n = 3) sowie die Zeitvariable ¢t € R auf.

Wir betrachten dann die aligemeine PDE der Form

ou ou OPu OPu OPu
F(xt,u(x,t), — -, s o — ,...,— | =20

in (n 4+ 1) Variablen. Differentialoperatoren wie etwa

V div rot oder A

beziehen sich dann stets auf die n Ortsvariablen, zum Beispiel

nod
div =

Z; ox;

n 2
A = Z—

=1 07



1.2 Motivation: Wieso partielle Differentialgleichungen? )’é&a@) Q

Der Reynoldsche Transportsatz:

Zur Zeit t = 0 nehme eine physikalische GroBe (Ladung, Fluid etc.) die
beschrankte und offene Menge Dy C R"™ ein. Die Funktion ®(y,t) _
beschreibe die Veranderung eines Punktes yqg € Dg in der Zeit:

7,2,
®: Dgx [0, T] — Dy C R"” ?%’7)

sodass D
L
Dy = {P(y,t) 1y € Do} b, "fj‘ijf’%;f
Die Trajektorie von y € Dy ist die Abbildung t — ®(y,t) € D7 und
0
acb(y? t) =. V((D(Y7 t)7 t)

bezeichne das Geschwindigkeitsfeld v der physikalischen Grof3e.



Reynoldscher Transportsatz:
Fir eine beliebige differenzierbare, skalare Funktion f : Dy x [0, T] — R qilt:

d 0

— [ f(x,[t)dx = —f+div(fiv) ¢ (x,t) dx

dtD/@) @ D/t{at j@} E;w% DZ‘LL TWM%_‘;
Beweisidee:

Sei J(y,t) = det(Dy®P(y,t)) die Jacobi—Matrix von ®(y,t) bzgl. y.
Transformiere damit D; auf Dg:

[ 1D ax= [ f@ DI dy
) Do

Berechne dann die zeitliche Ableitung der rechten Seite
d
= [ H( @Dy dy
Do

und transformiere zurtick auf das zeitabhangige Gebiet Dy.



Die Kontinuitatsgleichung:

Sei u(x, t) die Massendichte einer physikalischen Gro3e und es

gelte ein Erhaltungsprinzip der Form: fome Rt
loe St

d
— t)dx =0
dt/u(x’) =

Dy

Dann folgt aus dem Reynoldschen Transportsatz:

/ {%u + div (uv)} (x,£) dx = 0

Dy
Da D, eine beliebige Teilmenge des R" ist, folgt die Differentialgleichung:

0 . /?@ﬂ%-
St Fdiv()(x ) =0 2l v

Diese wichtige Gleichung wird als Kontinuitatsgleichung bezeichnet.



Wir schreiben die Kontinuitatsgleichung mit Hilfe der FluBfunktion ¢(x, t):

%u(x,t) +div(q(x,t)) =0 § = AV

Eine Gleichung flir zwei unbekannte Funktionen u(x,t) und q(x,t)?

Deshalb: | Modellierungsansatz

a(x,?) = a(u(x,t), Vu(x,t),...)
Einfachstes Beispiel:

Der Flu3 q ist proportional zur Dichte w, i.e.

q(z,t) ;= a-u(zx,t), acR"

Daraus folgt

il

ﬁf?
- N

0]
au(x, t)+a-Vu(zx,t) =0

Man nennt diese Gleichung auch die Transportgleichung.

v



Beispiel: (Warmeleitungs— oder Diffusionsgleichung)
Die Dichte u(x, t) beschreibe

e eine chemische Konzentration
e die Temperatur

e ein elekiro—statisches Potential

Physikalische Modellierung: der Fluf3 q ist proportional zum Gradienten der Dich-
te u, zeigt allerdings in die entgegengesetzte Richtung, i.e.

@az,t} — —aVu(xﬂj a>0

%u(x,t) + div (—aVu(z,t)) =0

und damit die partielle Differentialgleichung & br i,

Daraus folgt

h
Z2 (2u)=-2 %
@L(X, t) = aA@ (= 9 \9¥, ) ft: o,
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