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Sie haben 60 Minuten Zeit zum Bearbeiten der Klausur.
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mit Threm Namen und Ihrer Matrikelnummer.

Tragen Sie bitte zunéchst Thren Namen, Ihren Vornamen und IThre Matrikelnummer in
DRUCKSCHRIFT in die folgenden jeweils dafiir vorgesehenen Felder ein.
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Ich bin dariiber belehrt worden, dass die von mir zu erbringende Priifungsleistung nur dann
bewertet wird, wenn die Nachpriifung durch das Zentrale Priifungsamt der TUHH meine
offizielle Zulassung vor Beginn der Priifung ergibt.

Unterschrift:

Losen Sie die 3 angegebenen Aufgaben.

Aufg. Punkte Korrekteur
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2
3




Differentialgleichungen II , SoSe 2015, 28.08.2015 (Gasser) 2

Aufgabe 1: (6 Punkte)

a) Gegeben sei die Anfangsrandwertaufgabe

Uy — Uy, = x cos(mt) fir z € (0,7),t > 0,
u(z,0) = 4sin(2z) + 1 — ! fir z € (0, ),
7r
u(0,t) =1, wu(m,t) = sin(nt) fir ¢ > 0.

Uberfithren Sie die Aufgabe mittels einer geeigneten Homogenisierung der Randdaten
in eine Anfangsrandwertaufgabe mit homogenen Randdaten.

b) Losen Sie die folgende Anfangsrandwertaufgabe:

Uy — 204 = 0 fir x € (0,m),t > 0,
v(z,0) = 4sin(2x) fiir x € (0,7),
v(0,t) =0, wv(m,t)=0 fiir t > 0.

Losungsskizze:

a) Homogenisierung:

w(z,t) = ulz, ) — 1 — %(sin(mﬁ) 1) = u(at) — 1+ % ~ L Sin(rt)

T
oder
r T .
u(z,t) = v(z,t) + 1 — =+ — sin(nt). [1 Punkt]
T
Dann gilt:
Uy = Uy + z cos(mt)m = vy + x cos(mt), Vpe = Uze |1 Punkt]
T
Neue DGL: vy + x cos(mt) — 22U, = xcos(mt) <=

| v — 2v,, =0 | [1 Punkt]
Anfangswerte:

o(z,0) = u(z,0)—1— %(sin(()) —1) < [ o(z,0) = 4sin(2z)

Randwerte : v(0,t) = v(m,t) = 0 [1 Punkt]
b) Mit w=72=1 und c=2 gilt:
t) = Z ape” ¥ sin(kwa) Z ape " sin(kx)
k=1

Einsetzen der Anfangswerte ergibt:

0) = Z a sin(kx) = 4sin(2x) = ay =4, a, =0 VEk # 2 [1 Punkt]

und damit | v(z,t) = 4e 22 sin(2x) = 4e % sin(2x) [1 Punkt]
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Aufgabe 2: (10 Punkte)
Gesucht ist eine Losung der Anfangswertaufgabe

ur+ (u+2)u, = 0 r € R,
1—=z
2

fiir 0 <t < t* mit einem hinreichend kleinen ¢*.

z e R

u(x,0) =

a) Bestimmen Sie die Losung der Anfangswertaufgabe mit Hilfe der Charakteristikenme-

thode.
b) In welchen Intervallen ]0,¢*[ ist die Losung aus a) definiert?
c¢) Sind die Charakteristiken Geraden? Begriinden Sie bitte Thre Antwort.

d) Skizzieren Sie die Charakteristiken durch die Punkte (zo,0) mit
2o = 2, —1,0.

Losung zu 2:

a) Erweitertes Problem U+ (u+2)U, +0-U, = 0 ergibt:

7

u= C, dx = (C' +2)dt
— ()= Ct+2t+D = D=x— (u+2)t.
C=f(D) = u= f(x— (u+2)t) [2 Punkte]

Anfangswerte liefern :

0 == [1 Punkt]

1 —
u(z,0) = f(z) = flz) = 2‘7” [1 Punkt]
Il—x+ut+2¢
u =
2
1-— 2t
— 2u—ut=1—2+2t = u(x,t) = % [1 Punkt]

b) Die Losung aus a) ist fiir 0 < ¢ < 2 definiert.  [1 Punkt]

¢) Auf den Charakteristiken gilt

d

d—? =0 — u ist also konstant. Aulerdem gilt

dx . dx L

i u+ 2 = also ist i konsant entlang der Charakteristik. D.h.

die Steigung der Charakteristiken ist konstant. Es handelt sich um Geraden. [2 Punkte]

d) Die Charakteristiken durch die Punkte (xg,0) mit 2o = —2, —1,0
[2 Punkte]
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xo | ug = u(xg,0) | Steigung ug + 2 o
2 1l
_1 1 3 0.8

1 5 0.6
0 5 5 0.4

Aufgabe 3: Bitte kreuzen Sie die richtige(n) Antwort(en) an. Es konnen 1-3
Antworten pro Teilaufgabe richtig sein!

Fiir die gesamte Aufgabe 3 gilt: v = u(z,t), a € R,

Die Charakteristikenmethode fithrt das Losen einer partiellen Differential-
gleichung auf das Losen eines Systems gewdhnlicher Differentialgleichungen
zuriick.

Die Charakteristikenmethode ist zur Losung bestimmter partieller Differen-
tialgleichungen erster Ordnung konzipiert.

Anfangswertaufgaben vom Typ wu; + (f(u)), = 0, u(z,0) = wuo(z) konnen
immer mit der Charakteristikenmethode gelost werden.

b) Die Gleichung u; + a - (u?), = b, ist

En R

(o
N2

[ L[

linear;
quasilinear;

eine Gleichung zweiter Ordnung.

Mit dem Produktansatz kann man jede partielle Differentialgleichung zweiter
Ordnung l6sen;

Die Transformation einer partiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung auf
Normalform erméglicht stets das Losen der Differentialgleichung ;

Die Transformation einer partiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung auf
Normalform ermoglicht Riickschliisse auf das qualitative Verhalten der Losun-
gen der Differentialgleichung.

StoBwellen/Shocks sind spezielle Integrallosungen;
Integrallosungen sind immer eindeutig;

Jede klassische Losung einer Differentialgleichung ist auch eine Integrallosung.



