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Tragen Sie bitte zunächst Ihren Namen, Ihren Vornamen und Ihre Matrikelnummer in
DRUCKSCHRIFT in die folgenden jeweils dafür vorgesehenen Felder ein.

Diese Eintragungen werden auf Datenträger gespeichert.
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Lösen Sie die 3 angegebenen Aufgaben.

Aufg. Punkte Korrekteur

1

2

3

∑

=



Differentialgleichungen II , WiSe 2015/16, 18.02.2016 (Gasser) 2

Aufgabe 1: (4 Punkte) Bitte kreuzen Sie die richtige(n) Antwort(en) an. Es
können 1-3 Antworten pro Teilaufgabe richtig sein!

Für die gesamte Aufgabe 1 gilt: u = u(x, t) .

a) Partielle Differentialgleichungen erster Ordnung sind im schlimmsten Fall

semilinear;

quasilinear;

x voll nichtlinear.

b) Für Anfangswertaufgaben vom Typ ut + (f(u))x = 0, u(x, 0) = u0(x) kann man
schwächere Lösungsbegriffe (Integrallösungen) einführen, die

x mehr Lösungen zulassen;

weniger Lösungen zulassen;

nur Lösungen zulassen, die der Entropiebedingung genügen.

c) Ein Produktansatz liefert immer gewisse Lösungen einer partiellen Differen-
tialgleichung zweiter Ordnung.

Linearkombinationen von Lösungen einer partiellen Differentialgleichung zwei-
ter Ordnung, die man mit dem Produktansatz erhält, sind ebenfalls Lösungen
dieser Differentialgleichung.

x Bei der Fourier-Methode werden Linearkombinationen von Produktansätzen
benutzt..

d) Die Fundamentallösung ist die eindeutige Lösung der Laplacegleichung im
R

n .

x Harmonische Funktionen erfüllen eine Mittelwerteigenschaft.

x Die Poissongleichung hat auf beschränktem, glatten Gebiet mit Dirichlet-
Randbedingungen höchstens eine Lösung.
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Aufgabe 2: (9 Punkte)

a) Gegeben sei die Anfangsrandwertaufgabe

utt − 4uxx = −x · sin(t) für x ∈ (0, 1), t > 0,

u(x, 0) = 1− x+ 4 sin(2πx) für x ∈ (0, 1),

ut(x, 0) = x+ 3 sin(6πx) für x ∈ (0, 1),

u(0, t) = 1, u(1, t) = sin(t) für t > 0.

Überführen Sie die Aufgabe mittels einer geeigneten Homogenisierung der Randdaten
in eine Anfangsrandwertaufgabe mit homogenen Randdaten.

b) Lösen Sie die folgende Anfangsrandwertaufgabe:

vtt − 4vxx = 0 für x ∈ (0, 1), t > 0,

v(x, 0) = 4 sin(2πx) für x ∈ (0, 1),

vt(x, 0) = 3 sin(6πx) für x ∈ (0, 1),

v(0, t) = 0, v(1, t) = 0 für t > 0.

Lösungsskizze:

a) Homogenisierung:

v(x, t) = u(x, t)− 1−
x

L
(sin(t)− 1) = u(x, t)− 1− x sin(t) + x .

oder

u(x, t) = v(x, t) + 1 + x sin(t)− x. [1 Punkt]

Dann gilt:

ut = vt + x cos(t), ux = vx + sin(t)− 1
utt = vtt − x sin(t), vxx = uxx [1 Punkt]

Neue DGL:

vtt − x sin(t)− 4vxx = −x · sin(t) ⇐⇒ vt − 4vxx = 0 . [1 Punkt]

Anfangswerte:

v(x, 0) = u(x, 0)− 1− x(sin(0)− 1) = 1− x+ 4 sin(2πx)− 1 + x =⇒

v(x, 0) = 4 sin(2πx) [1 Punkt]

vt(x, 0) = ut(x, 0)− x cos(0) = x+ 3 sin(6πx)− x =⇒

vt(x, 0) = 3 sin(6πx) [1 Punkt]

Randwerte : v(0, t) = v(1, t) = 0
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b) Mit L = 1 und c2 = 4 lautet die Lösungsformel:

v(x, t) =
∞
∑

k=1

[

Ak cos

(

ckπ

L
t

)

+ Bk sin

(

ckπ

L
t

)]

sin

(

kπ

L
x

)

Für t = 0 also

v(x, 0) =
∞
∑

k=1

Ak sin (kπx)
!
= 4 sin(2πx)

Also A2 = 4 und Ak = 0 sonst. [2 Punkte]

vt(x, t) =
∞
∑

k=1

[−Ak · 2kπ · sin (2kπt) + Bk · 2kπ · cos (2kπt)] sin (kπx)

und für t = 0 :

vt(x, t) =
∞
∑

k=1

Bk · 2kπ sin (kπx)
!
= 3 sin(6πx)

Also B6 =
3

2·6·π
= 1

4π
und Bk = 0 sonst.

v(x, t) = 4 cos (4πt) sin (2πx) +
1

4π
sin (12πt) sin (6πx) [2 Punkte]
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Aufgabe 3: (7 Punkte)

Gesucht ist eine Entropielösung der folgenden Anfangswertaufgabe für die Burgers Gleichung

ut + u · ux = 0 x ∈ R,

u(x, 0) =











3 x < 0

0 0 ≤ x ≤ 2

3 x > 2

für 0 < t < t0 mit einem hinreichend kleinen t0 .

a) Fertigen Sie eine Skizze der Charakteristiken durch die Punkte
(−2, 0), (−1, 0), (0, 0), (1, 0), (2, 0), (3, 0), (4, 0) an.

b) Bestimmen Sie die Entropielösung für 0 < t < 4

3
.

c) Gilt die Lösung aus b) auch für t > 4

3
t.

Lösung zu 2a:

a) Skizze: [2 Punkte]
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b) Stoßwelle startend in (0, 0) mit ṡ(t) =
3 + 0

2
[1 Punkt]

Verdünnungswelle startend in (2, 0) mit u(x, t) =
x− 2

t
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Linke Begrenzung: x = 2 , rechte Begrenzung x = 2 + 3t [2 Punkte]

u(x, t) =



































3 x < 3

2
t

0 3

2
t < x ≤ 2

x−2

t
2 ≤ x ≤ 2 + 3t

3 2 + 3t ≤ x [1 Punkt]

c) Die Lösung gilt für t > 4

3
nicht. Zu diesem Zeitpunkt trifft die Stosswelle auf die

Verdünnungswelle. [1 Punkt]


