


UZ}} U‘j_z Uy L’(}f]—}) =U (’“; ,\?—f) ,ﬂ,ﬁ_ V_}ﬁva
Vg :'.*?‘-11-'-‘-')11&,{ = VX—Q
Ansatz:

Wir suchen daher eine spezielle Losung in der Form

— 1 T
U(Iﬁt) — tlfgu (tlfg)

Man berechnet nun

1 _ r B
w(xz,t) = —=t 3/2 ,_ T ;-3/2 ;~1/2y
2 2
ur(z,t) = —1/2 4—=1/2 oy

Urr(z,t) = —3/2

Daraus folgt

3
ut_uz.rz—%-t-?’xz+u__Uf_t—?xfi_,uu:{} %l
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Mit Hilfe von @ (x, t) lasst sich fur das Cauchy—Problem

uy — Au=0 inR" x (0, )
u=g aufR™ x {0}

eine Lésungsdarstellung wieder in der Form eines Faltungsintegral angeben:

ux,t) = [ ®(x—y,0g9(y)dy

i e glet) = poa
1 x—y* f=0
= mfe_ 2 g(y)dy
o Rn

Herleitung der Fundamentallésung (nur fir x € R):

Ist u(x,t) eine Lésung von u; = Awu, so ist u( Az, A\%t) faralle A € R
ebenfalls eine Losung der Warmeleitungsgleichung.

- ov = (b brtl - af o)) gonsy = O
>
=0
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1) Duhamel’sches Prinzip:
Die Funktion u(x,t;s) = [ ®(x —v,t — s8)f(y,s)dy |6st das Problem

RH
ui(-;8) —Au(-;s) = 0 inR" x (s, 00)
u(-;8) = f(-:s) aufR"™ x {t = s}

Man erhélt dann die Losung der inhomogenen Gleichung durch
Integration Gber s:

¢

Mx,t} = fu(x,t;s) ds

0

2) Das inhomogene Anfangswertproblem mit allgemeinen
Anfangsbedingungen u(x, 0) = g(x) besitzt die Lésung

u(x,t) = / ®(x — v, t)a(y)dy + [ f ®(x — y.t — s)f(y, s)dyds

0 Rn
J
@': U[x,i)ﬂ -I-S‘UT el s :U(x;{),-ml) j’au J;:U’ﬁ ) c&.U

6 {(x,'.f) 101







17

L+




Bemerkung:

1) Der Rand von E(x,t; r) ist gerade eine Héhenlinie der
Fundamentallosung #(x — y.t — s).

2) Man nennt die Menge E(x,t; r) auch Warmekugel (heat ball).

Mit Hilfe von E(x, t; r) erhalt man folgende Mittelwerteigenschaft:

Satz:
Ist u Uf(UT) eine Losung der Warmeleitungsgleichung, so gilt
1 Ix — v|?
u(x,t) = f ——u(y, s)dyds
(x,t) == @~ s)? (v, s)dy
BE(x,tir) (___

fir jede Menge E(z,t;r) C Uy. ‘_T“Lﬂ ([c.r(ﬁ(_ f/( )
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Eindeutigkeit von Losungen der Warmeleitungsgleichung:
Satz:
Das Anfangsrandwertproblem
w — Au=f inUp
{ u=g auflp AI&% KB

auf dem beschrankten Gebiet U mit stetigen Funktionen f und g besitzt
maximal eine Lésung u € C$(Ur) N C(Uy).
Beweis:

" = ASW [/
Sind u und @ zwei Losungen, so lésen die beiden Funktionen Wy =& I

(J= O Mr}']'
1-[?1;2-::&(1!.—'[-1.)

die homogene Warmeleitungsgleichung mit homogenen Randbedingungen.

Nach dem Maximumprinzip gilt dann, dass w4 /2 identisch verschwinden, ey
d.h. wir haben u = 1. , ) o
= O & g hart W 2O
e U £O
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