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Aufgabe 1:

a) Gegeben sei die Differentialgleichung
Uy + gy + Uy = 0 flirx e R, >0
(i) Bestimmen Sie den Typ der Differentialgleichung (elliptisch, hyperbo-
lisch oder parabolisch).
(ii) Transformieren Sie die Differentialgleichung auf Diagonalform.
(iii) Wie héngen die neuen Koordinaten von den alten Koordinaten ¢,
ab?
b) Bestimmen Sie mit Hilfe der Fourier—-Methode die Losung der folgenden
Anfangsrandwertaufgabe.

r — T

:m O<l’<7T,tER+,
v

Uy — Ugy

u(x,O):1—£+sin(6x) O<z<m,
m

1
u(0,t) = —— t>0,
+1

ot
u(m,t) =0 t>0.

Loésung zu Aufgabe 1:
a)
Uy + gy + Uy = 0 flirx e R, >0
(i) Aus

2 1
folgt, dass es sich um eine hyperbolische Differentialgleichung handelt.
(ii) Eigenwerte von A : (1—-X)2—4=0= A\ =-1, =3

Als Diagonalform erhélt man also

A= (1 2) s det(A) = —3

3227777 - ﬂww =0

(iii) Normierte Eigenvektoren von A:

(A= MDv=0 —> @ g) :m:%(_ll)

Orthogonalitétseigenschaft bzw. eine analoge Rechnung fiir Ay ergibt

(A—Agl)w:O:w:%G)
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Damit erhélt man die Transformationsmatrix und die neuen Koordi-
naten .
1 1 t
S = ’ ¢ — ST
V2 \-1 1 n x

! L(15—1—90).

ﬁ(t_l‘)a 77:\/5

also

P =

r—T

vy = ———— O<z<m teR",
Y m(t+1)2 ren

Ut —

u(x,O):1—§+sin(6x) O<z<m,
7r
1
t+1
u(m,t) =0 t>0.

Homogenisierung der Randdaten: Mit

u(0,t) = t>0,

1 1 x
t) ;= t)—m ——=(0———| = t) —
vz, t) = ule,1) t+1 7r< t+1) ul(z, 1) t+1+7r(t+1)

ergibt sich die neue Aufgabe

1 ( _3:) Tr—T m™T—

— Uzx = —) = Uzx = =0
U e =t G U T ) T e T e T i
1 x 1 .

v(z,0) = u(x,0) — 01 + = (O——l-l) = sin(6x)

1
U(O,t) = U(O,t) - t—|——1 = O,

1 1
’U(ﬂ',t) = U/(ﬂ',t) — t_|_—1 ‘I— t_|——1 =

Diese Aufgabe mit homogener Differentialgleichung und homogenen Rand-
werten hat die Losung

v(x,t) = Z are” " sin(kwz), w= % =1,c=1
k=1
mit -
v(x,0) = Z ag sin(kx) = sin(62)
k=1
also ag =1 und a; =0 Vk # 6. Es folgt
1 T T —T 1
1) = t o — 360 6 . .
ule,t) = vl )+ = gy = s - —— e
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Aufgabe 2:

a) Bestimmen Sie eine Entropielosung der Burger’s Gleichung w; + uu, = 0
mit den Anfangsdaten

2 xz <0,
u(xz,0)=4¢0 0<z<1,
-1 1<

b) Bestimmen Sie die Losung der Anfangswertaufgabe

g + tPuy = 0, r€R, t€RT,
u(z,0)=e" @V zeR,.

Aufgabe 2:

a) Es entstehen zwei StofSwellen

m 2+0
si(t) =0+ L —0) = =2 =
Uy + Uy, —140 t
t)y=1 t)y=1 t=1—=
So(t) + 5 (t) + 5 5

Diese stoen fiir t* mit s1(t*) = so(t*) zusammen.

t
t=1-— B — t" =2/3, 51(t") = s2(t") = 2/3

Im Punkt (2/3,2/3) entsteht eine neue StoBwelle

2w+, 2. 2 2.1 20 1 t
) == TR R BB Sy e R R
sty =g g gl =gt 5 U-g)=5+3
Fiir die Losung erhélt man also:
fir t <2/3:
2 r <t
t
=0 t<r<l—2
u(zx,t) = xt 5
-1 1-—=<u
5 <7
und fiir ¢t > 2/3:
1 ¢
2 r<-+z
u(z, t) = 1 2
-1 —+=-<u
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b)
g + tPuy, = 0, r€R, t€RT,

u(x,0) = e~ (@1’ , r eR,.
Mit der Charakteristikenmethode erh&lt man
Z—j:t?’ - x(t):ﬁ—i—C' — C:x—ﬁ
Auf den Charakteristiken ist die Losung konstant. Es gilt
u(z,t) = f(C), insbesondere wu(x,0) = f(C)

Fiir die vorgegebenen Anfangswerte also

2 0
@, 0) = e = e~ L) = fa)
Mit dieser Funktion f folgt aus u(z,t) = f(C) = f(x — %)

4

flat) = e =8



