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Aufgabe 1:

a) Gegeben sei die Differentialgleichung

utt + 4uxt + uxx = 0 für x ∈ R, t > 0

(i) Bestimmen Sie den Typ der Differentialgleichung (elliptisch, hyperbo-
lisch oder parabolisch).

(ii) Transformieren Sie die Differentialgleichung auf Diagonalform.

(iii) Wie hängen die neuen Koordinaten von den alten Koordinaten t, x
ab?

b) Bestimmen Sie mit Hilfe der Fourier–Methode die Lösung der folgenden
Anfangsrandwertaufgabe.

ut − uxx =
x− π

π (t+ 1)2
0 < x < π, t ∈ R

+,

u(x, 0) = 1 − x

π
+ sin(6x) 0 < x < π ,

u(0, t) =
1

t + 1
t > 0,

u(π, t) = 0 t > 0.

Lösung zu Aufgabe 1:

a)
utt + 4uxt + uxx = 0 für x ∈ R, t > 0

(i) Aus

A =

(

1 2
2 1

)

=⇒ det(A) = −3

folgt, dass es sich um eine hyperbolische Differentialgleichung handelt.

(ii) Eigenwerte von A : (1− λ)2 − 4 = 0 =⇒ λ1 = −1 , λ2 = 3

Als Diagonalform erhält man also

3ũηη − ũψψ = 0

(iii) Normierte Eigenvektoren von A :

(A− λ1I)v = 0 ⇐⇒
(

2 2
2 2

)

=⇒ v =
1√
2

(

1
−1

)

Orthogonalitätseigenschaft bzw. eine analoge Rechnung für λ2 ergibt

(A− λ2I)w = 0 =⇒ w =
1√
2

(

1
1

)
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Damit erhält man die Transformationsmatrix und die neuen Koordi-
naten

S =
1√
2

(

1 1
−1 1

)

,

(

ψ
η

)

= ST
(

t
x

)

also

ψ =
1√
2
(t− x) , η =

1√
2
(t+ x) .

b)

ut − uxx =
x− π

π (t+ 1)2
0 < x < π, t ∈ R

+,

u(x, 0) = 1 − x

π
+ sin(6x) 0 < x < π ,

u(0, t) =
1

t + 1
t > 0,

u(π, t) = 0 t > 0.

Homogenisierung der Randdaten: Mit

v(x, t) := u(x, t)− 1

t+ 1
− x

π

(

0− 1

t + 1

)

= u(x, t)− 1

t + 1
+

x

π(t+ 1)

ergibt sich die neue Aufgabe

vt − vxx = ut +
1

(t+ 1)2

(

1− x

π

)

− uxx =
x− π

π (t + 1)2
+

π − x

π (t + 1)2
= 0

v(x, 0) = u(x, 0)− 1

0 + 1
+
x

π

(

1

0 + 1

)

= sin(6x)

v(0, t) = u(0, t)− 1

t+ 1
= 0,

v(π, t) = u(π, t)− 1

t+ 1
+

1

t + 1
= 0.

Diese Aufgabe mit homogener Differentialgleichung und homogenen Rand-
werten hat die Lösung

v(x, t) =

∞
∑

k=1

ake
−cω2k2t sin(kωx), ω =

π

L
= 1, c = 1

mit

v(x, 0) =
∞
∑

k=1

ak sin(kx) = sin(6x)

also a6 = 1 und ak = 0 ∀k 6= 6 . Es folgt

u(x, t) = v(x, t) +
1

t + 1
− x

π(t+ 1)
= e−36t sin(6x)− x− π

π
· 1

t+ 1
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Aufgabe 2:

a) Bestimmen Sie eine Entropielösung der Burger’s Gleichung ut + uux = 0
mit den Anfangsdaten

u(x, 0) =











2 x ≤ 0,

0 0 < x ≤ 1,

−1 1 < x.

b) Bestimmen Sie die Lösung der Anfangswertaufgabe

ut + t3ux = 0, x ∈ R, t ∈ R
+,

u(x, 0) = e−(x−1)2 , x ∈ R, .

Aufgabe 2:

a) Es entstehen zwei Stoßwellen

s1(t) = 0 +
ul + um

2
(t− 0) =

2 + 0

2
t = t

s2(t) = 1 +
ur + um

2
(t) = 1 +

−1 + 0

2
t = 1− t

2

Diese stoßen für t∗ mit s1(t
∗) = s2(t

∗) zusammen.

t∗ = 1− t∗

2
=⇒ t∗ = 2/3, s1(t

∗) = s2(t
∗) = 2/3

Im Punkt (2/3,2/3) entsteht eine neue Stoßwelle

s3(t) =
2

3
+
ul + ur

2
(t− 2

3
) =

2

3
+

2− 1

2
(t− 2

3
) =

1

3
+
t

2

Für die Lösung erhält man also:

für t ≤ 2/3 :

u(x, t) =



















2 x < t

0 t < x < 1− t

2

−1 1− t

2
< x.

und für t > 2/3 :

u(x, t) =











2 x <
1

3
+
t

2

−1
1

3
+
t

2
< x.
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b)
ut + t3ux = 0, x ∈ R, t ∈ R

+,

u(x, 0) = e−(x−1)2 , x ∈ R, .

Mit der Charakteristikenmethode erhält man

dx

dt
= t3 =⇒ x(t) =

t4

4
+ C =⇒ C = x− t4

4

Auf den Charakteristiken ist die Lösung konstant. Es gilt

u(x, t) = f(C), insbesondere u(x, 0) = f(C)

Für die vorgegebenen Anfangswerte also

u(x, 0) = e−(x−1)2 = f(x− 04

4
) = f(x)

Mit dieser Funktion f folgt aus u(x, t) = f(C) = f(x− t4

4
)

f(x, t) = e−(x− t
4

4
−1)2


