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Hausaufgaben 6 - Losungen

Skizzieren die durch die folgenden Funktionen F : R? — R? definierten

Aufgabe 1

= F(u),

Vektorfelder. Skizzieren Sie innerhalb dieser Vektorfelder einige Trajektorien von o/’

sowie die Ruhelagen.

)

U1+5UQ+7
U1_3u2_9

Hinweis: Die Ruhelagen haben wir in den Présenziibungen, Blatt 6, Aufgabe 1 bestimmt.
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Dabei sind die roten Punkte jeweils die Ruhelagen und die schwarzen Punkte Startpunkte
der jeweiligen Trajektorien bei ¢ = 0. Wir beobachten das folgende Verhalten:

(i) Es gibt Trajektorien, die in der Nihe der Ruhelage starten und in diese hinein laufen.
Es gibt aber auch Trajektorien, die in der Ndhe der Ruhelage starten und von ihr weg
verlaufen. Die Ruhelage ist ein sogenannter Sattelpunkt (instabil).

(ii) Alle Trajektorien, die in der nidhe der Ruhelage starten, verlaufen spiralférmig von der
Ruhelage weg. Hier liegt ein instabiler Strudelpunkt,

(iii) Alle Trajektorien, die in der nihe der Ruhelage starten, verlaufen periodisch um die
Ruhelage herum. Hier liegt ein Wirbelpunkt (stabil, nicht asymptotisch stabil).

(iv) Alle Trajektorien laufen in die Ruhelage hinein. Hier liegt ein stabiler Strudelpunkt
(asymptotisch stabil).

Aufgabe 2: Wir betrachten ein Modell fiir ein Okosystem: Angenommen, es gibt Pflanzen
uy(t), die von Elchen wusy(t) gefressen werden, wihrend die Elche wiederum von den Wélfen
ug(t) gefressen werden. Wir nehmen an, dass sich jede Spezies fiir sich genommen nach einem
logistischen Wachstum entwickelt. Wir nehmen weiter an, dass die Interaktion zwischen zwei
Populationen proportional zum Produkt ihrer Populationsgréfien ist. Der Einfachheit halber
nehmen wir an, dass alle auftauchenden Parameter gleich Eins sind. Wir erhalten das System

up =u (1 —uy) — ujus,
uy = uz(l — ug) + uyuy — ugus, ()
uy = uz(l — uz) + ugus

Wir schreiben das System (?7?) als o' = F(u) mit u = (uq, ug, u3)

(a) Berechnen Sie die Jacobi-Matrix A(u) := JF(u) .

Losung.
1— 2U1 — U2 —U1 0
Au) = Uo 1 —2uy + uy — ug —Us
0 Uus 1-— QU3 + Uy

(b) Zeigen Sie, dass fiir u* := (2/3, 1/3, 4/3)" gilt: Esist F(u*) = (0,0,0)" und (0,0,0)"
ist eine asymptotisch stabile Ruhelage des linearisierten Systems u' = A(u*)u.

Bemerkung: Man kann zeigen, dass u* die einzige Ruhelage von (??) ist, in der alle
Populationsgréfien positiv sind.

Losung. Der einzige stationdre Punkt, in dem alle Populationsgrofien postiv sind, ist
u* = (2/3, 1/3, 4/3)". Dort gilt

—2/3 —2/3 0
Aw) = 1/3 -1/3 —1/3
0  4/3 —4/3
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Diese Matrix hat das charakteristische Polynom

7 20 8
p(A) )\+3/\+9/\+9

und die Eigenwerte

2 21
)\1 :—1, )\273:—§:l:§.

Alle Eigenwerte haben negativen Realteil und die Ruhelage ist asymptotisch stabil.



