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Differentialgleichungen I
für Studierende der Ingenieurwissenschaften

Hausaufgaben 3 - Lösungen

Aufgabe 1: Formen Sie die folgenden Gleichungen in Ähnlichkeits-Differentialgleichungen
um und lösen Sie sie durch geeignete Substitution. Sind die Lösungen für alle t > 0 definiert?

(a)
tu(t)2u′(t) = u(t)3 + t3, t > 0.

(b)
tu′(t)− u(t) = teu(t)/t, t > 0.

Lösung.

(a) Wir können schreiben

u′(t) =
u(t)

t
+

(
u(t)

t

)−2

= f(y(t)),

mit y(t) := u(t)/t und f(y) = y + y−2 . Aus y(t) = u(t)/t folgt

y′(t) =
u′(t)

t
− u(t)

t2
=

u′(t)

t
− y(t)

t
⇒ u′(t) = ty′(t) + y(t).

Damit folgt

ty′(t) + y(t) = f(y(t)) = y(t) + y(t)−2 ⇒ y′(t) =
1

t
y(t)−2.

Das können wir durch Trennung der Variablen lösen:∫
y2 dy =

∫
1

t
dt ⇒ 1

3
y3 = ln(t) + c̃, c̃ ∈ R

⇒ y(t) = 3
√

3 ln(t) + 3c̃,

und damit
u(t) = t 3

√
3 ln(t) + c, c ∈ R.

Die Funktion u ist für alle t > 0 definiert. Aber in t∗ = e−c/3 > 0 ist u(t∗) = 0 und
die Differentialgleichung somit nicht mehr erfüllt. In diesem Fall gilt y = 0 und f(y)
ist nicht definiert. Die Funktion u ist also nur eine Lösung für 0 < t < e−c/3 .
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(b) Wir haben

u′(t) =
u(t)

t
+ eu(t)/t = f(y(t)),

mit y(t) := u(t)/t und f(y) = y + ey . Weiterhin gilt

u′(t) = ty′(t) + y(t)

und somit erhalten wir

ty′(t) + y(t) = f(y(t)) = y(t) + ey(t) ⇒ y′(t) =
1

t
ey(t),

was wir wieder durch Trennung der Variablen lösen:∫
e−y dy =

∫
1

t
dt ⇒ −e−y = ln(t) + c̃, c̃ ∈ R

⇒ y(t) = − ln(− ln(t)− c̃).

Daraus folgt schließlich

u(t) = −t ln(− ln(t) + c), c = −c̃ ∈ R.

Der äußere Logarithmus benötigt ein positives Argument, also ist die Lösung nur de-
finiert für

− ln(t) + c > 0 ⇔ ln(t) < c ⇔ t < ec.

Aufgabe 2: Gegeben sei die folgende Riccati’sche Differentialgleichung:

u′(t) =
1

t− t2
u(t) − t

t− t2
u(t)2 +

t− 1

t− t2
, t ∈ (0, 1).

(a) Finden Sie eine spezielle Lösung u0 dieser Gleichung.

Hinweis: Es gibt eine konstante Lösung.

(b) Bestimmen Sie die allgemeine Lösung der Gleichung.

Lösung.

(a) Da die Koeffizienten sich zu Null summieren, sehen wir, dass u0 ≡ 1 eine Lösung ist.

(b) Mit

a(t) =
1

t− t2
, b(t) = − t

t− t2
, u0(t) = 1,

erfüllt
y(t) = (u(t)− 1)−1
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nach Vorlesung die lineare DGL erster Ordnung

y′(t) = − [a(t) + 2u0(t)b(t)] y(t)− b(t)

= −
[

1

t− t2
− 2t

t− t2

]
y(t) +

t

t− t2
= −1− 2t

t− t2
y(t) +

t

t− t2
.

Wir haben A(t) = − ln(t− t2) als Stammfunktion von −(1− 2t)/(t− t2) . Damit ist

e−A(t) · t

t− t2
= eln(t−t2) · t

t− t2
= t,

d.h. mit B∗(t) = 1
2
t2 und c ∈ R erhalten wir die allgemeine Lösung als

y(t) = eA(t) (B∗(t) + c) =
1

t− t2

(
1

2
t2 + c

)
=

1

2
· t

2 + 2c

t− t2
.

Schließlich ist

u(t) =
1

y(t)
+ 1 = 2 · t− t2

t2 + 2c
+ 1.


