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Priasenzblatt 6 - Losungen

Aufgabe 1:

(a) Bestimmen Sie die Ruhelagen der folgenden Differentialgleichungssysteme und priifen
Sie, ob diese instabil, stabil oder asymptotische stabil sind.

o (-0 @) e -Gy
o () =G ) -6 o ()=G )6

(b) Fiir welche a € R ist (0,0,0)T € R?® eine stabile Ruhelage von u' = Au? Dabei sei
A jeweils gegeben durch

-2 0 0 2 0 0 -2 0 0
i) A= 0 o —-1], i) A=10 a -1, (iii) A=10 o1
0 1 « 0 1 « 0 1 «

Losung.

(a) (i) Ruhelage:

() ) (5)=6) = ()= (%)

Eigenwerte der Systemmatrix:

det (fk _35_A> (1= A)(=3-X)=5=(A+4)(A-2)=0
= )\1:—4, Ay = 2.

Es gibt also einen Figenwert mit positivem Realteil. Die Ruhelage ist instabil.

(ii) Ruhelage:
1 1\ [u;) (O N ui) (0
-1 1) \ws) \O uy)  \0)°
Eigenwerte der Systemmatrix:
1—-Xx 1 B 9 B
det(_l 1_/\)—(1—)\)—!-1—0
= M=1+i l=1-1i

Es gibt einen Eigenwert mit positivem Realteil. Die Ruhelage ist instabil.
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(iii) Ruhelage:

—1 =2\ fuj\ (6) _ (0 N (R
5 1 ud 6/ \0O uy)  \—4)"°
Eigenwerte der Systemmatrix:
det (1A 72 =(-1=XN1=XN)+10=X+9=0
5 1—A
= AN =3, Al =-3L

Es gibt keinen Eigenwert mit positivem Realteil. Die Eigenwerte mit Realteil Null
sind einfach. Die Ruhelage ist stabil.

(iv) Ruhelage: L * 0 * ;
(35 C)=6) = C)-=6)

Eigenwerte der Systemmatrix:

—1—-A 0 B 9
det( 1 _1_)\>—(—1—)\)
= A =N=-1.
Alle Eigenwerte haben negativen Realteil. Die Ruhelage ist asymptotisch stabil.
(b) (i) Eigenwerte:

—2-X 0 0
det 0 a—-X -1 |=(=2=-XM(a=XN*+1)=0
0 1 o — A

$)\1:—2, )\QZOé—f—i, )\QZOé_i.
Der Nullpunkt ist also ein stabiler Ruhelage, falls a < 0 und sogar asymptotisch
stabil fiir alle o < 0.

(ii) Wir sehen sofort, dass A =2 ein Eigenwert ist. Die Ruhelage ist also instabil,
unabhéngig von «.

(iii) Eigenwerte:
-2-X 0 0

det 0 a-X 1 =(-2-N((a=XN?*=1)=0
0 1 a—A

:>>\1:—2, )\QZOZ+1, /\2206—1.

Der Nullpunkt ist also ein stabiler Ruhelage, falls a < —1 und sogar asympto-
tisch stabil fiir alle a < —1.
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Aufgabe 2:

(a) (Alte Klausuraufgabe, 4 Punkte) Gegeben sei die Anfangswertaufgabe
u” (t) 4+ 4u'(t) + 3u(t) = 2cos(t) + t2e fiir ¢ >0,
mit
u(0) =0, u'(0) = 5.

In welche algebraische Gleichung lasst sich diese Anfangswertaufgabe durch die Laplace-
Transformation tiberfithren?

1

s(s+1)2
Laplace-Transformation. Bestimmen Sie f.

(b) Essei F(s)= das Bild der Funktion f:(0,00) = R, t — f(¢) unter der

Losung.

(a) Essei U das Bild von u unter der Laplace-Transformation. Dann gilt:

uo—e U, u o—e sU —u(0) = sU

u” o—e s°U — su(0) —u'(0) = s*U — 5.

Weiterhin haben wir

S 2 21 (221 2

— o—e , o—e ,
s2+1 52+ (s +2)°

cos(t) o—e

Die Anfangswertaufgabe geht also iiber in die algebraische Gleichung

2s N 2
5241 (s—{—2)3'

(s> +4s5+3)U — 5=

(b) Wir machen einen Ansatz iiber Partialbruchzerlegung:

as+b c 1

82+28+1+g os(s+ 1)
Wir erhalten:
cs’+2cs+c+as+bs=1 = c=—a, —2c=0b, c=1

Damit haben wir:

-2 1 _ 1 s+l 1
(s+1)2 s (s+1)2 (s+1)2 s
1 1 1




