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Prasenzblatt 5 - Losungen

Aufgabe 1: Gegeben sei die Matrix A € R3*3

0 0 1
A=14 -3 0
0 1 0

(a) Bestimmen Sie die Eigenwerte von A, sowie die zugehorigen Eigenvektoren und ggf.
Hauptvektoren.

(b) Bestimmen Sie ein Fundamentalsystem fiir v’ = Au.

Loésung:

(a) Berechnung der Eigenwerte:

—A 0 1
p(A) = det{ 4 —-3—-X 0 | = —Adet (_3_)‘ 0) 4 det <4 —3_)\>
I 1 =A 0 1

= - XN -3\ +4 = 1-NA+2)? = M=1, dz=—-2
Berechnung der zugehorigen Eigen- und Hauptvektoren:

Eigenvektor vl zu A\, = 1:

-1 0 1]o0 -1 0 1]0 1

4 —4 010 — 0 —4 410 = =11

0 1 —110 0 1 —110 1
Eigenvektoren zu Ag3 = —2:

2 0 1]0 2 0 1]0 -1

4 —1 010 — 0 —1 —-210 = &= -4

0 1 2]0 0 1 210 2
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Der zugehorige Eigenraum hat also die Dimension Eins. Somit die geometrische Viel-
fachheit des Eigenwertes Ay3 = —2 kleiner als seine algebraische Vielfachheit. Wir
brauchen einen Hauptvektor der 2. Stufe, den wir iiber den Ansatz

(A - /\273])’0[3] = ’U[2]

berechnen:
2 0 1]—-1 2 0 1] -1 —1/2
4 —1 0| —4 — 0 —1 —2|-2 = Bl = 2
0 1 2 2 0 1 2 2 0

(b) Ein Fundamentalsystem lautet damit:

1 -1 -1 ~1/2
u(t)=e | 1 |, u@®)=ec?| —4 |, us(t) =2t —4 | + 2
1 2 2 0

Aufgabe 2:
(a) Wir betrachten das inhomogene System

(a) = G D)+ Gous)

Bestimmen Sie ein Fundamentalsystem fiir das homogene Problem. Finden Sie eine
partikuldre Losung des inhomogenen Problems durch Variation der Konstanten.

(b) Wir betrachten das inhomogene System

(i) = () () + = (%)

Bestimmen Sie ein reelles Fundamentalsystem fiir das homogene Problem. Finden Sie
eine partikuldre Losung des inhomogenen Problems durch den Ansatz
u,(t) = e*(a,b)", mit geeigneten a,b € R.

Losung.

(a) Fiir die Losung des homogenen Problems bestimmen wir zuerst Eigenwerte und Eigen-
vektoren.

Eigenwerte:
p(\) = det(?)g)\ 1fx> = B3-N1-)N)—-24 = \>—4x-21

= Me=24+VA+21 =245 = \N=T7 A=-3
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Eigenvektor zu A\ = 7:

—4 4]0 N ~1 110 oo (!
6 —6|0 0 0|0 =)

Eigenvektor zu Ay = —3:

6 40 . 3 20 Lo (2
6 4]0 0 0/0 U=l )

Ein Fundamentalsystem ist damit {e™(1,1)7, e™%(=2,3)"} wund die allgemeine

Losung lautet

uh(t) = cle7t (1) + Cge_3t (_32) , c1,c0 € R

Wir konnen dies auch mithilfe der Fundamentalmatrix schreiben:

e7t _267315 c
Uh(t) = (e7t 33t ) (é) .
Fiir die Variation der Konstanten fithrt der Ansatz
uy(t) = Ky (el 4 K (t)er2tyl?

zu den Bedingungen

e K (t) — 23 K)(t) =0,
e K| (t) + 3e ' Ki(t) = 10te ™"

Subtrahiert man die erste Gleichung von der zweiten, erhélt man
Se KN (t) = 10te™ = Kj(t) = 2t,

und wir kénnen Ky (t) = t* als Stammfunktion wihlen.

In der ersten Gleichungen ergibt sich dann
K (t) — 27Ky (1) = " K|(t) —4e*t = 0 = K|(t) = 4te "

und nach kurzer Rechnung (z.B. mit partieller Integration) erhalten wir
1 —10t

als Stammfunktion. Damit haben wir schlieBlich

1 j—
p(t) = 5 (100 + 1) - ™ G) b2 ( 32)

1 (/=502 — 10t — 1
T 95edt \ T2 —10t—1 /-
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(b) Fiir die Lésung des homogenen Problems bestimmen wir zuerst Eigenwerte und Eigen-
vektoren.

Eigenwerte:

p(A) = det (_65_A 2__4A) = (=6=N)(2=-X)+20 = A2 4+4)\+38

= AMag=—-2+vV4-8 = 2+2i = A =—-2+2i, A=-2-2iL

Eigenvektor zu A\ = —2 4 2i:
: 1]
—4-2i -4 vty (0
5 4—21) \ 1 ~\0
2

1
(—4 -2l —4ll =0 = Wl =(-1- éi)vg”,

Daraus folgt

sowie
soll + (4 = 2i)0ll = 0,

was keine weiter Bedingung liefert. Wir wéhlen

2 2
n— 2 _ gl —
! <—2—1)’ v (—2+1)'

Ein komplexes Fundamentalsystem ist also gegeben durch

; 2 ; 2
(—2-2i)t (—2+2i)t
e e e s

Ein reelles Fundamentalsystem ergibt sich aus Realteil und Imaginérteil der ersten komplexen
Fundamentall6sung:

o220t (_22_ i) — o2 (cos(2t) — isin(2t)) <_22_ i)

Y 2 cos(2t) — 2isin(2t)
- (—2 cos(2t) + 2isin(2t) — i cos(2t) — sin(2t))

= (Laconony o) * 1 ™ (asinany ooz

N~ ~~

=w1 (£) =w2(t)

und {wy,wsy} ist ein reelles Fundamentalsystem.

Mit dem Ansatz wu,(t) = e¢*(a,b)", ergibt sich

q=2(5) £ (25 6) - ()
= 20) - (5 )0 -(3)

Damit folgt 8a+4b=2 und —ba=—5,also a=1 und b= —%.



