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Prasenzblatt 3 - Losungen

Aufgabe 1:

(a) Wir betrachten die Gleichung

y"(t) — 8y'(t) + 15y(t) = 0 fir t > 0.

Aot

Bestimmen Sie A\;, Ay € R, so dass 41 () := cieM! und yo(t) := e, mit ¢, c0 €R,

Losungen dieser Gleichung sind. Ist y; + y» auch eine Losung?

(b) Sei nun die Eulersche Differentialgleichung
2 (t) — Ttu' (t) + 15u(t) = 0 fiir ¢t >0
gegeben. Losen Sie diese Gleichung, indem Sie sie durch eine geeignete Substitution

auf die Gleichung aus Teil (a) zuriickfiihren.

Losung:

(a) Sei y eine Losung der Form y(t) = ce* mit ¢, A € R. Dann gilt
AeeM — 8 ceM + 15ceM = (A% — 8\ + 15)06” = 0.

Fiir ¢ =0 erhalten wir eine Losung. Fiir ¢ # 0 ist ce™ # 0 fiir alle £ > 0 und somit
folgt

M—8A+15=0 = MNo=4+£V16-15 = )\ =3, \y=5.

Somit sind y;(t) = c;e® und ys(t) = c2e® mit c1, ¢, € R Losungen. Da die Gleichung
linear ist, ist auch y; + y» eine Losung.

(b) Wir setzen e® :=t und y(s) := u(e®). Dann gilt
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Damit haben wir in der Differentialgleichung:

0 = t2"(t) — Ttu'(t) + 15u(t) = 2 -t 2(y"(s) —y/(s)) — Tt -t 19/ (s) + 15y(s)
= y"(s) = 8y'(s) + 15y(s).

In Teil (a) haben wir gesehen, dass die Gleichung fiir y die Losung
y(s) = c16® + g0, c1,00 €R
hat. Mit der Riicktransformation s = In(¢) erhalten wir

u(t) = c1t® + cot®.
Aufgabe 2: (Alte Klausuraufgabe, 5 Punkte)

(a) Priifen Sie fiir die folgenden Differentialgleichungen jeweils ob sie exakt sind.
(i) y(@)?+ Fy(t) —1)y'(t) = 0;
(i) 2ty(t)* + (2y(t) + 262y ())y'(t) = 0.

(b) Bestimmen Sie fiir die exakte Differentialgleichung aus Teil (a) ein zugehoriges Poten-
tial und die allgemeine Losung.

Losung.
(a) (i) Die Gleichung hat die Form f(¢,y) + g(t,y)y'(t) = 0 mit f(t,y) = y* und
g(t,y) =ty — 1. Es gilt
flty) = 2y # 2ty = g:(t,y),

also ist die Gleichung nicht exakt.

(ii) Die Gleichung hat die Form f(t,y) + g(t,9)y'(t) = 0 mit f(t,y) = 2ty* und
g(t,y) =2(t* + 1)y . Es gilt

fy(t>y) = 4ty = gt(t>y>7
also ist die Gleichung exakt.
(b) Wir bestimmen ein Potential fiir die Gleichung aus (a).(ii):

U (ty) = flty) =2ty = V(t,y) =ty + D(y),
U, (ty) =gty) =2 +1)y = Yty = +1)y"+ K(t).

Wir wihlen K(f) =0 und D(y) = y?. Damit ist also U(¢,y) = (£* + 1)y
Die Losungen der Differentialgleichung sind gegeben durch ¥(t,y) = C', d.h.

C > 0.

C=#+1)y* = yit)==+
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Aufgabe 3: Zeigen Sie, dass die Differentialgleichung
-y +E+t)y =0, t>0,

einen integrierenden Faktor h besitzt, der nur von ¢ abhéngt (d.h. A = h(t) ) und bestimmen
Sie die Losungen der Gleichung.

Lésung: Mit f(t,y) = (t* — D)y, g(t,y) =13+t ist
fy=t"—1# 3 +1=gq,
also ist die Gleichung nicht exakt.

Damit h(t) ein integrierender Faktor ist, muss gelten:

S (0(0) - 1(0.9)) = 5 (1(0) - g(0.0)).

Wir haben

a% (h(t) - F(t,9)) = h(t) - f,(t.9) = h(t) - (©* — 1)

und

D) - gltry)) = K1) - gt ) + h(t) - gult. )

ot
=N'(t)- (£ +t)+ h(t) - (3t* +1).
Zusammen also:
h(t)- (2 —=1)=h(t)- > +1t) +h(t) - (3> + 1)
= RB@)- (P +t)=-2*+1)h(t) = iﬂﬂ:—éhm.

Trennung der Variablen liefert h(t) = t% als eine Losung. Damit ist

0 = h(t)-y(f® = 1)+ h(t) - (P + 1)y = (1—l>y+(t+1)y'.

12 t

Hier ergibt sich direkt, dass

[O-pra= (8= (2o

also ist W(t,y) = (t+1/t)y ein zugehoriges Potential und die Lésungen sind gegeben durch

1 C Ct
(t+¥>y = C = y(t) = =

t+1 2+1




