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Differentialgleichungen I
fiir Studierende der Ingenieurwissenschaften

Prisenzblatt 2 - Losungen

Aufgabe 1: Bestimmen Sie die Losung des folgenden Anfangswertproblems:
(o) —2y(x) =1+4e™,  y(0)=1.

Losung: In Standardform lautet die Differentialgleichung
y'(z) = 2y(z) + 1 +4e™*,
d.h. wir haben eine lineare, inhomogene Gleichung erster Ordnung mit
a(x) =2, b(z) =1+ 4e %,

Wir wihlen A(z) = 2z als Stammfunktion von a und erhalten aus der Losungsformel:

y(z) = A® V e Ab(s) ds + yoeA(‘”“)] — e V ¢ (144e7%) ds+1
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Aufgabe 2: Losen Sie die folgenden Differentialgleichungen durch Trennung der Variablen:

x cos?(y)

@y =2 O y=2 () y=-sin@y (@Y="

Losung:
(a) Eine Losung ist y = 0. Fir y #0:
d 1 1
o Pty = /— dy = /xde = In(ly|]) = =2 +¢, ¢ eR,
dx Yy 3

= Jyl=c e = ya)=c”,  ceR

(b) Eine Losung ist y = 0. Fiir y # 0:

d 1 1 1
d—y:ny = /—Qdy:/xdx = ——=-2+c
x Y y 2
1
= y(z) = ok ceR.
)

(c¢) Eine Losung ist y = 0. Fir y #0:

% = (1 —sin(z))y = /5 dy = /(1 —sin(x)) dz

= In(|ly|) =z + cos(z) + ¢, ceR
= |yl =€ et oy (z) = cetteos@) ceR.

(d) Fiir k € Z und die konstante Funktion y = § + k7 ist cos?(y) =0 und y' =0, d.h.
diese y losen die Differentialgleichung. Ansonsten gilt:

dy x cos®(y) N /

dr 1+ a2

1 x
dy= [ —— d
cos?(y) Y / T1a2 "

1
= tan(y) = iln (1+2%) +c
1
= y(z) = arctan (5 In (14 2%) + c) ; ceR.

Damit ist y(x) € (—7/2,7/2) fiir alle € R und somit cos?(y) # 0.

Die Funktion cos?(y) ist m-periodisch, d.h.cos?(y + km) = cos?(y) fiir alle k € Z.
Weiterhin gilt <L(y(z) + km) = df’i(f) , d.h. zu jeder Losung vy ist auch y + kr mit
k € 7Z eine Losung.
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Aufgabe 3: Losen Sie das Anfangswertproblem fiir folgende Bernoullische Differential-

gleichung:
1 1
u = Jut §u4 fir ¢>0, u(0) = 1.

Ist die Losung fiir alle ¢ > 0 definiert?

Losung: Wir haben eine Bernoullische Gleichung mit a = b = % und o = 4. Die
Substitution y(t) := u'~*(t) = u=3(¢) liefert dann
, 1 1
y(t) = (1= a)[a®)y(t) +b(t)] = =3 | 7y(t) + 5| = —y(t) - 1,

sowie y(0) =u=3(0)=1.

Mit der Losungsformel fiir lineare Probleme erster Ordnung kénnen wir dann berechnen:

y(t) =e" Uot ef - (—1) ds + 1} =et[—(e"=1)+1] =2"— 1.

Jetzt miissen wir diese Losung wieder zuriick transformieren:

y=u" & u=y =

sl
<

also
1

u(t) = Kt

Die Losung ist nur fiir 2" — 1 # 0 definiert, d.h. fiir ¢ <In(2).



