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Stabilitat fur lineare Systeme
und Steigungsfelder



definieren konstante Losungen.

Autonomes System: v’ = F(u),F : Dp CR" - R", w:I — Dp.

(auch genannt): v* mit F(u*) =0.
Dann ist durch
u(t) :=u* firalle tel

'
eine konstante Losung definiert. &—)(C(*) -o = 7_(0#) .

Fiir lineare Systeme mit konstanten Koeffizienten,
F(u) = Au+b, A € R"™" b e R" sind die Ruhelagen die Lésungen von
Au* = —b.
Insbesondere fiir b = 0:
u* = 0 ist eine Ruhelage;

Ist A reguldr, soist u* = 0 die einzige Ruhelage.



Wir untersuchen heute die von Ruhelagen.

Frage: Sei u* eine Ruhelage von v/ = F'(u) und yo ein Punkt in der Ndhe von
u*. Wie verhalt sich die Losung des Anfangswertproblems v’ = F'(u), u(0) = yo?

Definition. Sei u* eine Ruhelage von u' = F'(u). Dann heiBt u*

, wenn es zu jedem ¢ > 0 ein § > 0 gibt, so dass gilt
lyo — u*| < 0 = lu(t) —u*| <e firalle t>0;
, wenn es ein dg > 0 gibt, so dass gilt
lyo — u*| < dg = tliglo lu(t) —u*| = 0;

, wenn u* nicht stabil ist.

Dabei sei u jeweils die Losung des Anfangswertproblems u' = F'(u), u(0) = yo.



-2 1 2
Beispiel: F'(u)=Au mit A=| 0 -2 2
o 1 -3
Eigenwerte: A\ = —4, Ay = -2, A\3=-—1
= A istreguldrund u* = (0,0, 0)T =0 € R? ist die einzige Ruhelage.

Fundamentalsystem:
1 1 4
wi(t)=e= | 2 |, wat)=eZ 0], ws(t)=et]2
—9 0 1

Fiiralle ¢1,c9,c3 € R giltt  limy o0 c1w ('L’) + cowa (t) + ngg(t) =0

= u* ist asymptotisch stabil. (o) = —  Beghr men=
ymp Yo 3 Cu,Cat CZ

Frage: Miissen wir erst die ganze Losung ausrechnen um das zu sehen?

Hies 3;” Soaw; L. W = ©,  twabdh. vomr ‘

4 Do A\—.-{MGJ‘W‘ .



Fiir lineare Systeme mit konstanten Koeffizienten wird die
Stabilitat durch die Eigenwerte charakterisiert.

Fiir homogene Probleme:

@GS\S(OSM
Sei A € R™™ und u* eine Ruhelage von u/ = Awu. Dann gilt ?
© Hat mindestens ein Eigenwertvon A einen

positiven Realteil, so ist u* instabil.
© Haben alle Eigenwerte von A einen
negativen Realteil, so ist u* asymptotisch stabil.
® Gilt Re(Ax) < O fiir alle Eigenwerte A\, von A und a(\g) = v(\g) fir alle
A mit Re(A;) =0, soist u* stabil (aber nicht asymptotlsch stabil).
sbes. olillt, falls Pelh)zo wot A ec]odie

Fiir inhomogene Probleme: Ew -,SJ .

Ist u* eine Ruhelage von u' = Au + b, so ist die Stabilitit von u«* dquivalent zur
Stabilitat der Nulllosung des homogenen Problems.



Fiir (2 x 2) - Systeme kdnnen wir das Verhalten durch Steigungsfelder visualisieren.

Sei I': R? — R2. Wie erhalten das Steigungsfeld (oder auch Richtungsfeld) von
F,indem wir jedem Punkt (u,u2)' € R? den Vektor F'(uj,uz) anheften.

Beispiel:

Beispiel: i (,( = WU,
_ [ w2 ) u = -
F(uy,ug) = (_u1> ) F(uy,ug) = (—g) 2 ) 3
k= ¢ = -9
)
A?( :d\ ’\_\ \J ‘GOQ /—FG/{
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Trajektorien sind Kurven in der (ug, uz)-Ebene, die tangential an das Steigungsfeld sind.
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Fur,u2) = (C?Swl))

sin(ug)

v =Flu)

Plot (in MATLAB):

£ = @(u,v) cos(u);
g = @(u,v) sin(v);
N = 24;

x = linspace(-2*pi, 2*pi,N);
[u, vl = meshgrid(x,x);

quiver (u,v,f(u,v),g(u,v));
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Fundamentalsystem :
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seioe (1) = () (1)

ﬁ\ = -2, 1}\2_ = . ux = (O} e‘\‘%‘ai
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Die Laplace-Transformation



Wir verwenden die um Differentialgleichungen auf algebraische
Gleichungen zuriick zu fiihren.

Sei f:[0,00) — R eine auf allen kompakten Intervallen integrierbare Funktion
(z.B. eine steige Funktion). Die von f ist definiert als

X o
Lf(s):=F(s) ::/0 e f(t)dt, seC.
L

Wir schreiben fir £f = F auch  f(t) o—e F(s).

Falls |f(t)] < Ce! fiirallet > 0 mitfestem C > 0 und vy € R, ist F'(s) fiir
alle s € C mit Re(s) > 7o definiert.



Die Laplace-Transformation libersetzt Differentiation in Multiplikation.
w' = au, w«l) = Ye
Es gilt die Korrespondenz =) X(u') = X(Qf«) =) Sa(S) b AL o.a(S)
Y,
W' (t) o—e sU(s) — u(0). =) (/((S) =__ ¢
S-a

Unser Ziel ist das zu benutzen um ein lineares Anfangswertproblem zu losen. Wir
gehen dabei wie folgt vor:

1. Wende die Laplace-Transformation auf das AWP an, erhalte eine algebraische
Gleichung, uo—e U;

2. Finde die Losung U der algebraischen Gleichung (im Bildraum);

3. Transformiere die Losung zuriick in den Originalraum Ue—ou.

L st auestens oo
Scaw(orfﬁ Tedl.



Es lohnt sich einige Korrespondenzen zu kennen.

Laploace ,T(MS.FO('\MQJ{OH
st olowmun W({.\e)\d’m
wean Wian  olle
Ko((&cPonW%—Q«V\
bs €ue Tabelle
adlesec, ko,

‘2{5 Loeun AMacun

oll olic sele DEL
4«4;" L)eo&sdaoﬁer

’“L'Mog)e«h‘éil lose..,
wé olle .

f(t)v t>0 F 7o
1
1 - 0
s
n n!
t". neN F 0
) 1
e, aecC Re(a)
s—a
sin(wt), w ER | 575 0
cos(wt), w ER | 7 0




Es gelten die folgenden Rechenregeln fiir die Laplace-Transformation.

Fir fo—eF, fo—eG:

¢ (af +fBg) o—e (aF + 5G)

® a>0: flat) o—e LF(2)
ge}\& o+ <a
P . Kb ® a>0: ha(t)f(t —a) o—e e aSF( ). "‘“(‘0 {41{7/0\

o

e acC: “tf(t S‘e-(s QH (LM = Sé&(ea{jQOJé
Feonchen o
wit == & (1) o—e s"F(s) — 5" f(0) = s"2f(0) = -+ — fm7H(0)
oo L'

o (=) f(t) o—e F(s)



Beispiel: u” + 9u=cos(2t), w(0)=1, u/(0)=2., we— &

2 0 (" 4 5u) = #la) J ) = £ cos(zD
Ky

D $UL) - wulel ) § U =
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Fie die Riailomsformabion  madil  trer
K

e Adbed dr (Rotilbiad sedog,. )

(5734) (w4 9) . Ausatt ‘1"3"//‘“(})
S N - Ar\f‘ ‘f% . Cl“ 4 ’J>

Gs%a) (84y) A T

S = (AsaB) (s53) + (Cw+D) (5 &)
il g, ()8 + GO (S 1) 4 40

‘—’W—“

= = A Py

A=-C =) —get4c = 4 B C_—-.’f S A__é(_

@-‘—"":') -’—‘5"3@‘!“((} =0 =>8:® —o



T et (s 4y) T $itq

Ky

y 7
Y .5'243

(Sl

A
4"-' “'
S (8444

A2

A

—_— e

S

4
s

&
s

S%+9

@



Beispiel: " +2u' +u=9e*,  w(0)=0, /(0)=1.

2 (" 4 2M‘+u) = 2 )+ 2%(0“) + 2(u
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Porolbuchrelyuny  fac  _SHE__
. (s'+4)" (-2

AUvah. : ff’j‘_ﬁ — A ., R \ o
('S'+-4) (S-‘Z) (S-‘-'(\) (,Sa_‘_,\x (J-a)

=) S+ = A<kﬁ4"‘]</\f‘-z) -+ ?)<S’2> + C(d"—f{)e
Sh --88 2 B=-2

e

'S
S= 2 3=ﬁa =) a =/

S=o. 7 =-2A —Z$+C_—=—2A+4+/(
S 2=-24 D A= A
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