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1.1. Stabilität für lineare Systeme
und Steigungsfelder



Ruhelagen definieren konstante Lösungen.

Autonomes System: u′ = F (u) , F : DF ⊂ R
n → R

n, u : I → DF .

Ruhelage (auch stationärer Punkt genannt): u∗ mit F (u∗) = 0.
Dann ist durch

u(t) := u∗ für alle t ∈ I

eine konstante Lösung definiert.

Für lineare Systeme mit konstanten Koe�zienten,
F (u) = Au+ b, A ∈ R

n×n, b ∈ R
n, sind die Ruhelagen die Lösungen von

Au∗ = −b.

Insbesondere für b = 0:

•• u∗ = 0 ist eine Ruhelage;

•• Ist A regulär, so ist u∗ = 0 die einzige Ruhelage.



Wir untersuchen heute die Stabilität von Ruhelagen.

Frage: Sei u∗ eine Ruhelage von u′ = F (u) und y0 ein Punkt in der Nähe von
u∗. Wie verhält sich die Lösung des Anfangswertproblems u′ = F (u), u(0) = y0?

Definition. Sei u∗ eine Ruhelage von u′ = F (u). Dann heißt u∗

•• stabil, wenn es zu jedem ε > 0 ein δ > 0 gibt, so dass gilt

|y0 − u∗| < δ ⇒ |u(t)− u∗| < ε für alle t ≥ 0;

•• asymptotisch stabil, wenn es ein δ0 > 0 gibt, so dass gilt

|y0 − u∗| < δ0 ⇒ lim
t→∞

|u(t)− u∗| = 0;

•• instabil, wenn u∗ nicht stabil ist.

Dabei sei u jeweils die Lösung des Anfangswertproblems u′ = F (u), u(0) = y0.



Beispiel: F (u) = Au mit A =





−2 1 2
0 −2 2
0 1 −3





Eigenwerte: λ1 = −4, λ2 = −2, λ3 = −1

⇒ A ist regulär und u∗ = (0, 0, 0)⊤ = 0 ∈ R
3 ist die einzige Ruhelage.

Fundamentalsystem:






w1(t) = e−4t





1
2
−2



 , w2(t) = e−2t





1
0
0



 , w3(t) = e−t





4
2
1











Für alle c1, c2, c3 ∈ R gilt: limt→∞ c1w1(t) + c2w2(t) + c3w3(t) = 0

⇒ u∗ ist asymptotisch stabil.

Frage: Müssen wir erst die ganze Lösung ausrechnen um das zu sehen?



Für lineare Systeme mit konstanten Koe�zienten wird die
Stabilität durch die Eigenwerte charakterisiert.

Für homogene Probleme:

Sei A ∈ R
n×n und u∗ eine Ruhelage von u′ = Au. Dann gilt

•• Hat mindestens ein Eigenwert von A einen
positiven Realteil, so ist u∗ instabil.

•• Haben alle Eigenwerte von A einen
negativen Realteil, so ist u∗ asymptotisch stabil.

•• Gilt Re(λk) ≤ 0 für alle Eigenwerte λk von A und α(λk) = γ(λk) für alle
λk mit Re(λk) = 0, so ist u∗ stabil (aber nicht asymptotisch stabil).

Für inhomogene Probleme:

Ist u∗ eine Ruhelage von u′ = Au+ b, so ist die Stabilität von u∗ äquivalent zur
Stabilität der Nulllösung des homogenen Problems.



Für (2× 2) - Systeme können wir das Verhalten durch Steigungsfelder visualisieren.

Sei F : R2 → R
2. Wie erhalten das Steigungsfeld (oder auch Richtungsfeld) von

F , indem wir jedem Punkt (u1, u2)⊤ ∈ R
2 den Vektor F (u1, u2) anheften.

Beispiel:

F (u1, u2) =

(

u2
−u1

)

Beispiel:

F (u1, u2) =

(

u2
−g

)



Trajektorien sind Kurven in der (u1, u2)-Ebene, die tangential an das Steigungsfeld sind.

Beispiel:

F (u1, u2) =

(

cos(u1)
sin(u2)

)

Plot (in MATLAB):

f = @(u,v) cos(u);

g = @(u,v) sin(v);

N = 24;

x = linspace(-2*pi, 2*pi,N);

[u, v] = meshgrid(x,x);

quiver(u,v,f(u,v),g(u,v));



Beispiel:
(

u1
u2

)′

=

(

−2 2
1 −3

)(

u1
u2

)



F (u1, u2) =

(

−2u1 + 2u2
u1 − 3u2

)

λ1 = −4, v[1] =

(

1
−1

)

λ2 = −1, v[2] =

(

1
1/2

)

Fundamentalsystem :

{

e−4t

(

1
−1

)

, e−t

(

1
1/2

)}



Beispiel:
(

u1
u2

)′

=

(

−2 6
1 −3

)(

u1
u2

)



F (u1, u2) =

(

−2u1 + 6u2
u1 − 3u2

)

λ1 = −5, v[1] =

(

1
−1/2

)

λ2 = 0, v[2] =

(

1
1/3

)

Fundamentalsystem :

{

e−5t

(

1
−1/2

)

,

(

1
1/3

)}



Beispiel:
(

u1
u2

)′

=

(

1 1
3 −1

)(

u1
u2

)



F (u1, u2) =

(

u1 + u2
3u1 − u2

)

λ1 = −2, v[1] =

(

1
−3

)

λ2 = 2, v[2] =

(

1
1

)

Fundamentalsystem :

{

e−2t

(

1
−3

)

, e2t
(

1
1

)}



Beispiel:
(

u1
u2

)′

=

(

−1 1
−2 1

)(

u1
u2

)



F (u1, u2) =

(

−u1 + u2
−2u1 + u2

)

λ1 = −i, v[1] =

(

1
1− i

)

λ2 = i, v[2] =

(

1
1 + i

)

{

e−it

(

1
1− i

)

, eit
(

1
1 + i

)}

,

{(

cos(t)
cos(t)− sin(t)

)

,

(

sin(t)
cos(t) + sin(t)

)}



Beispiel:
(

u1
u2

)′

=

(

−2 −1
2 −2

)(

u1
u2

)



F (u1, u2) =

(

−2u1 − u2
2u1 − 2u2

)

λ1 = −2−
√
2i, v[1] =

(

1√
2i

)

λ2 = −2 +
√
2i, v[2] =

(

1

−
√
2i

)

{

e(−2−
√

2i)t

(

1
√

2i

)

, e(−2+
√

2i)t

(

1

−

√

2i

)}

,

{

e−2t

(

cos(
√

2t)
√

2 sin(
√

2t)

)

, e−2t

(

sin(
√

2t)

−

√

2 cos(
√

2t)

)}



Beispiel:
(

u1
u2

)′

=

(

1 −1
1/3 1

)(

u1
u2

)



F (u1, u2) =

(

u1 − u2
u1/3 + u2

)

λ1 = 1− i/
√
3, v[1] =

(√
3
i

)

λ2 = 1 + i/
√
3, v[2] =

(√
3

−i

)

{

e(1−i/
√

3)t

(√

3
i

)

, e(1+i/
√

3)t

(√

3
−i

)}

,

{

et
(√

3 cos(t/
√

3)

− sin(t/
√

3)

)

, et
(√

3 sin(t/
√

3)

− cos(t/
√

3)

)}



2.2. Die Laplace-Transformation



Wir verwenden die Laplace-Transformation um Di�erentialgleichungen auf algebraische
Gleichungen zurück zu führen.

Sei f : [0,∞) → R eine auf allen kompakten Intervallen integrierbare Funktion
(z.B. eine steige Funktion). Die Laplace-Transformierte von f ist definiert als

Lf(s) := F (s) :=

∫

∞

0
e−stf(t) dt, s ∈ C.

Wir schreiben für Lf = F auch f(t) c sF (s).

Falls |f(t)| ≤ Ceγ0t für alle t ≥ 0 mit festem C > 0 und γ0 ∈ R, ist F (s) für
alle s ∈ C mit Re(s) > γ0 definiert.



Die Laplace-Transformation übersetzt Di�erentiation in Multiplikation.

Es gilt die Korrespondenz

u′(t) c ssU(s)− u(0).

Unser Ziel ist das zu benutzen um ein lineares Anfangswertproblem zu lösen. Wir
gehen dabei wie folgt vor:

1.1. Wende die Laplace-Transformation auf das AWP an, erhalte eine algebraische
Gleichung, u c sU ;

2.2. Finde die Lösung U der algebraischen Gleichung (im Bildraum);

3.3. Transformiere die Lösung zurück in den Originalraum, U s cu.



Es lohnt sich einige Korrespondenzen zu kennen.

f(t), t ≥ 0 F γ0

1
1

s
0

tn, n ∈ N
n!

sn+1
0

eat, a ∈ C
1

s− a
Re(a)

sin(ωt), ω ∈ R
ω

s2+ω2 0

cos(ωt), ω ∈ R
s

s2+ω2 0



Es gelten die folgenden Rechenregeln für die Laplace-Transformation.

Für f c sF, f c sG:

•• (αf + βg) c s (αF + βG)

•• α > 0 : f(αt) c s 1
α
F
(

s
α

)

•• a > 0 : ha(t)f(t− a) c s e−asF (s)

•• a ∈ C : eatf(t) c s F (s− a)

•• f (n)(t) c s snF (s)− sn−1f(0)− sn−2f ′(0)− · · · − fn−1(0)

•• (−t)nf(t) c s F (n)(s)



Beispiel: u′′ + 9u = cos(2t), u(0) = 1, u′(0) = 12
5 .







Beispiel: u′′ + 2u′ + u = 9e2t, u(0) = 0, u′(0) = 1.
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