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1.1. Lineare Systeme mit
mehrfachen Eigenwerten



Wiederholung: Eigenwert-Eigenvektor-Lösungen

Gegeben sei die Matrix A ∈ R
m×m. Wir betrachten das lineare, homogene

Di�erentialgleichungssystem erster Ordnung u′ = Au. Es seien

•• λ1, · · · , λm paarweise verschiedene Eigenwerte von A

(komplex oder reell),

•• v[1], · · · , v[m] die zugehörigen Eigenvektoren
(diese sind linear unabhängig).

Dann gilt: Die Funktionen
eλ1tv[1], · · · , eλmtv[m]

bilden ein Fundamentalsystem.

Frage: Was passiert, wenn Eigenwerte mehrfach auftauchen und wir nicht
m paarweise verschiedene Eigenwerte haben?



Algebraische und geometrische Vielfachheit von Eigenwerten

Sei A ∈ R
m×m und λk ein Eigenwert von A, d.h. eine Nullstelle des

charakteristischen Polynoms p(λ) = det(A− λI).

Wir sagen, λk hat

•• die algebraische Vielfachheit α = α(λk), α ∈ {1, . . . ,m}, wenn es ein
Polynom q mit deg(q) = m− α gibt, für das gilt

p(λ) = (λ− λk)
αq(λ), q(λk) ̸= 0;

•• die geometrische Vielfachheit γ = γ(λk), wenn der zugehörige Eigenraum
die Dimension γ hat, d.h.

γ(λk) = dim(E(λk)), E(λk) = ker(A− λkI).

Es gilt γ(λk) = m− rang(A− λkI).



Falls α(λk) = γ(λk) haben wir kein Problem.

Für α(λk) = γ(λk) = d finden wir d linear unabhängige Eigenvektoren zu λk ,

v[k], v[k+1], · · · , v[k+d−1]

und erhalten die d linear unabhängigen Basislösungen

eλktv[k], eλktv[k+1], · · · , eλktv[k+d−1].



Beispiel: A =





2 1 −1
1 2 −1
−1 −1 2







Eigenwerte:











Eigenraum zu λ1,2:



Eigenraum zu λ3:



Falls α(λk) > γ(λk), brauchen wir Hauptvektoren.

Sei λ ein Eigenwert von A mit α(λ) > γ(λ), sowie v ein zugehöriger
Eigenvektor.

Ein Hauptvektor der zweiten Stufe zu λ ist ein Vektor w mit

(A− λI)2w = 0, (A− λI)w ̸= 0.

Wir können w als Lösung von

(A− λI)w = v

finden.

Dann sind
eλtv, eλt(w + tv)

linear unabhängige Lösungen von u′ = Au.



Beispiel: A =

(

3 −4
1 −1

)







2.2. Inhomogene Probleme
und die Variation der Konstanten



Für inhomogene, lineare Systeme mit konstanten Koe�zienten können ähnlich wie im
skalaren Fall vorgehen.

Sei I ⊂ R ein o�enes Intervall, b : I → R
n und A ∈ R

n×n. Wir betrachten

u′(t) = Au(t) + b(t), t ∈ I.

Wir gehen wie üblich vor:

1.1. Bestimme die allgemeine Lösung uh des homogenen Problems.

2.2. Bestimme eine partikuläre Lösung up des inhomogenen Problems.

3.3. Erhalte die allgemeine Lösung des inhomogenen Problems als u = uh + up.



Die partikuläre Lösung finden wir durch Variation der Konstanten.

Allgemeine Lösung des homogenen Problem u′ = Au: u(t) = W (t)c
mit einer Fundamentalmatrix W (t) und einer Konstanten
c = (c1, . . . , cn)

⊤ ∈ R
n.

Ansatz: up(t) = W (t)k(t) mit einer zu bestimmenden Funktion k : I → R
n.

Damit gilt: u′p(t) = W ′(t)k(t) + W (t)k′(t).

Da W eine Fundamentalmatrix ist, gilt W ′(t) = AW (t).
Daraus folgt

u′p(t) = AWk(t) + W (t)k′(t)
!
= Aup(t) + b(t) = AW (t)k(t) + b(t)

⇒ W (t)k′(t) = b(t) ⇒ k′(t) = W−1(t)b(t).



Beispiel: u′ = Au+ b, A =

(

3 −4
1 −1

)

, b = et
(

1
1

)

Fundamentalsystem:



Variation der Konstanten:



Manchmal können wir die partikuläre Lösung durch einen speziellen Ansatz finden.

•• Falls b(t) = (a0 + tb1 + · · ·+ tkbk)e
µt mit gegeben Vektoren b0, . . . , bk ,

und µ kein Eigenwert von A ist:

up(t) = (c0 + tc1 + · · ·+ tkck)e
µt mit zu bestimmenden c0, . . . , ck.

Insbesondere (für µ = 0): Ist die Inhomogenität ein Polynom, setzten wir ein
Polynom vom selben Grad an.

•• Falls
b(t) = (a0 + ta1 + · · ·+ tkak) cos(ωt) + (b0 + tb1 + · · ·+ tkbk) sin(ωt)
mit gegeben Vektoren a0, . . . , ak und b0, . . . , bk , und iω kein
Eigenwert von A ist:

up(t) = (c0 + tc1 + · · ·+ tkck) cos(ωt) + (d0 + td1 + · · ·+ tkdk) sin(ωt)

mit zu bestimmenden c0, . . . , ck und c0, . . . , ck .



Beispiel: A =

(

3 4
1 0

)

, b(t) =

(

−4t+ 12
4t+ 4

)

.

Eigenwerte: λ1 = −1 λ2 = 4,

Eigenvektoren: v[1] =

(

1
−1

)

, v[1] =

(

4
1

)

Fundamentalsystem:

w1(t) = e−t

(

1
−1

)

, w2(t) = e4t
(

4
1

)



Ansatz für up: up(t) =

(

c1 + d1t

c2 + d2t

)





Wir können das Problem auch über Variation der Konstanten lösen:





Beispiel: A =

(

1 1
−2 1

)

, b(t) = sin(2t)

(

15
−30

)

.

Eigenwerte: λ1,2 = ±i, Eigenvektoren: v[1,2] =

(

1± i
−2

)

Reelles Fundamentalsystem:

w1(t) = e−2t

[

sin(t)

(

1
0

)

+ cos(t)

(

1
−2

)]

,

w2(t) = e−2t

[

sin(t)

(

1
−2

)

+ cos(t)

(

1
0

)]



























Ansatz für up: up(t) = sin(2t)

(

c1
c2

)

+ cos(2t)

(

d1
d2

)





Prinzipiell können wir somit auch inhomogene Probleme für
skalare lineare Gleichungen höherer Ordnung lösen

Beispiel: u′′′ + u′′ = 2tet

Charakteristisches Polynom: p(λ) = λ3 + λ2 = λ2(λ+ 1).

Allgemeine Lösung des homogenen Problems: u(t) = c1 + c2t+ c3e
−t

Gleichung als System erster Ordnung: Mit u0 = u, u1 = u′, u2 = u′′:





u0
u1
u2





′

=





0 1 0
0 0 1
0 0 −1









u0
u1
u2



 +





0
0

2tet



 .

Fundamentalmatrix für dieses System: W (t) =





1 t e−t

0 1 −e−t

0 0 e−t



 .



Variation der Konstanten: up = W (t)k(t), und




1 t e−t

0 1 −e−t

0 0 e−t









k′1(t)
k′2(t)
k′3(t)



 =





0
0

2tet



 .
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