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Lineare Systeme mit
mehrfachen Eigenwerten



Wiederholung: Eigenwert-Eigenvektor-Losungen

Gegeben sei die Matrix A € R™*"™_ Wir betrachten das lineare, homogene
Differentialgleichungssystem erster Ordnung u' = Au. Es seien

A1, -+, Am paarweise verschiedene Eigenwerte von A
(komplex oder reell),
v[l], cee o™ die zugehorigen Eigenvektoren .
(diese sind linear unabhingig). a— Das sl e Eia.wSoLC\f'l' oli=
I . i e (Acw[/&l sadlich brauchen .
Dann gilt: Die Funktionen
e)\ltv[l]’ . ermiy[m]

bilden ein Fundamentalsystem.

Was passiert, wenn Eigenwerte mehrfach auftauchen und wir nicht
m paarweise verschiedene Eigenwerte haben?



Algebraische und geometrische Vielfachheit von Eigenwerten

Sei A € R™*™ und A ein Eigenwert von A, d.h. eine Nullstelle des
charakteristischen Polynoms p(A) = det(A — AI).

Wl welohe Potenz taudht
Wir sagen, A hat ( (A- AR TR {P()\\ o«.;f 7

® die algebraische Vielfachheit a = a(\g), o € {1,...,m}, wenn es ein
Polynom ¢ mit deg(q) = m — a gibt, fiir das gilt

p(A) = (A= 2)%(N),  q(Ax) #0;

© die geometrische Vielfachheit v = v(\x), wenn der zugehdrige Eigenraum
die Dimension -y hat, d.h.

Y(w) = dim(E()), B\ = ker(4 — Ae).

Esgilt v(A\x) = m —rang(A — \¢1).



Falls a(Ax) = 7(Ax) haben wir kein Problem.

Fir a(Ax) = v(Ax) = d findenwir d linear unabhéngige Eigenvektoren zu A,

v[k], v[k+1]7 . ’U[k+d_1]

und erhalten die d linear unabhangigen Basislosungen

e/\k»‘,v[k]’ e/\ktv[k+l]7 . ’e)\k/‘v[k+d71}‘
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Falls a(Ax) > 7(Ag), brauchen wir Hauptvektoren.

Sei A ein Eigenwertvon A mit a(\) > v(\), sowie v ein zugehdriger
Eigenvektor.

Ein Hauptvektor der zweiten Stufe zu X ist ein Vektor w mit

(A=APw=0, (A=A)w#0.

Wir konnen w als Losung von
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linear unabhangige Losungen von u' = Au.
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Inhomogene Probleme
und die Variation der Konstanten



Fir konnen ahnlich wie im
skalaren Fall vorgehen.

Sei I C R ein offenes Intervall, b : I — R™ und A € R™ ™. Wir betrachten
u'(t) = Au(t) +b(t), tel.
Wir gehen wie iiblich vor:

Bestimme die allgemeine Losung( uj, Jdes homogenen Problems.
Bestimme eine partikulare Lésung@@des inhomogenen Problems.

Erhalte die allgemeine L6sung de<ﬂnhomogenen Problems als u = up, + up.

Dos [{yuw wote 7{0%



Die partikulare Losung finden wir durch

Allgemeine Losung des homogenen Problem « = Au:  u(t) = W(t)c
mit einer Fundamentalmatrix W (¢) und einer Konstanten
c=(c1,...,cn)" €R™

7.2
Emi:{o\e Speli<
Ansatz: u,(t) = W(t)k(t) miteinerzu bestimmenden Funktion k : [ —> R™.

pamitgil: u!(t) = W/ (£)k(t) + W (LK (1).

Da W eine Fundamentalmatrix ist, gilt  W'(t) = AW (¢).
Daraus folgt

WK
(1) :M+ WK (1) £ Auy(t) = AWk()

= WOREH) =b0) (= k’(t)—Wl(t)b(t).>
S
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Beispiel: u' = Au + b, A_(l 1) b=e 1

Fundamentalsystem:
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Variation der Konstanten: /&5 W@ K'Q = LQ) -
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Manchmal konnen wir die partikulare Losung durch einen finden.

Falls b(t) = (bo + tby + - - - + tFby,)e”*  mit gegeben Vektoren by, . . . , by,
und p von A ist:

up(t) = (co +tep + -+ tFep)e!t  mitzu bestimmenden  co, ..., cp.

Insbesondere (fiir 4 = 0): Ist die Inhomogenitdt ein Polynom, setzten wir ein
Polynom vom selben Grad an.

Falls
b(t) = (ag +tag + - - - + tFay,) cos(wt) + (bg + tby + - - - + tFby,) sin(wt)
mit gegeben Vektoren ag,...,ar und bg,...,bs, und iw

von A ist:
up(t) = (co 4 tep + - - -+ theg) cos(wt) + (do + tdy + - - - + t*dy) sin(wt)

mit zu bestimmenden cg,...,c; und cq,...,cCg.



- (3 4 (4t +12
Beispiel: A—<1 0>, b(t)—< A4 4 )

Eigenwerte: A = —1 Ay =4,

Eigenvektoren: !l = <_11> , ol = <11)

Fundamentalsystem:



Ansatz fir up:  up(t) = (01 + dlt)
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Wir konnen das Problem auch (iber Variation der Konstanten losen:
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Beispiel: A = <_12 -D . b(t) = sin(20) <_1§’0> .

1+4i
Eigenwerte: \jo = i,  Eigenvektoren: v["? = < 21>

Reelles Fundamentalsystem:
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Prinzipiell kdnnen wir somit auch inhomogene Probleme fiir { Maw  Uoun hits ek

skalare lineare Gleichungen hoherer Ordnung losen Gudeys ovortelied,
oo, olis  Metools
Beispiel: v’ + u” = 2te' Ootr e, [3ss]  sick

Charakteristisches Polynom:  p(A\) = A3 4+ A2 = A2(A + 1)\ oire b Gho Leg €

Allgemeine Losung des homogenen Problems:  wu(t) = ¢1 + cat + cze!

Gleichung als System erster Ordnung:  Mit ug = u, u1 = o', ug = u’:

!

UuQ 01 0 (%) 0

ur | =10 0 1 uy | + 0

U2 00 -1 U2 2tet
1t et
Fundamentalmatrix fiir dieses System: W (t)= [0 1 —e™!
00 et



Variation der Konstanten:  w, = W (t)k(t), und
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