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1.1. Skalare Probleme
höherer Ordnung



Wie betrachten eine gewöhnliche Di�erentialgleichung der Ordnung m mit
konstanten Koe�zienten:

amu(m) + am−1u
(m−1) + · · · + a1u

′ + a0u = 0

mit gegebenen konstanten a0, . . . , am ∈ R, am ̸= 0.

Ansatz: u(t) = eλt, λ ∈ R.

In der DGL:

amλmeλt + am−1λ
m−1eλt + · · · + a1λe

λt + a0e
λt = 0.

Wegen eλt ̸= 0 folgt:

amλm + am−1λ
m−1 + · · · + a1λ + a0 = 0.



Wir können die Lösungen über das charakteristische Polynom finden.

Zur linearen Di�erentialgleichung mit konstanten Koe�zienten

amu(m) + am−1u
(m−1) + · · · + a1u

′ + a0u = 0 (∗)

mit a0, . . . , am ∈ R, am ̸= 0, heißt

p(λ) =

m
∑

k=0

akλ
k das charakteristische Polynom der Gleichung (∗).

Zu jeder Nullstelle λ∗ von p ist v(t) := eλ∗t eine Lösung von (∗).



Die Menge aller Cm-Funktionen, die die Gleichung (∗) lösen, bildet einen
Vektorraum der Dimensionm ( → der Lösungsraum).

Ist eine MengeM von Funktionen ein Basis des Lösungsraums, nennen wir M ein
Fundamentalsystem von (∗).

Beispiel: Sind λ0, . . . λm paarweise verschiedene Nullstellen von p, so ist

M :=
{

vk(t) = eλkt : 1 ≤ k ≤ m
}

eine linear unabhängige Menge von Lösungen der Gleichung (∗). Da der
Lösungsraum die Dimension m hat und M linear unabhängig ist, ist M ein
Fundamentalsystem. Jede Lösung u von (∗) hat also in diesem Fall die Form

u(t) =
m
∑

k=1

ckvk(t), ck ∈ R, 1 ≤ k ≤ m.



Beispiel: u′′′ − 6u′′ + 11u′ − 6u = 0



Beispiel: u′′′′ − 5u′′ + 4u = 0



Was passiert bei mehrfachen Nullstellen?

Ist λ ein Nullstelle des charakteristischen Polynoms p mit Vielfachheit d, so sind

eλt, teλt, · · · , td−1eλt

linear unabhängige Lösungen.

Beispiel: u′′′′ − u′′′ = 0.



Was passiert bei komplexen Nullstellen?

Komplexe Nullstellen von Polynomen mit reellen Koe�zienten treten immer als
komplex konjugierte Paare auf, d.h.

p(λ) = 0 ⇔ p(λ̄) = 0.

Wir haben die linear unabhängigen komplexen Lösungen eλt, eλ̄t.

Aber wir hätten gerne reelle Lösungen!



Wir brauchen die Eulersche Formel.
Die komplexe Exponentialfunktion eit hat die Darstellung

eit = cos(t) + i sin(t).

Insbesondere gilt Re(eit) = cos(t), Im(eit) = sin(t).

Mit λ = a+ ib, a, b ∈ R, gilt dann

eλt = e(a+ib)t = eat · (cos(bt) + i sin(bt)) ,

eλ̄t = e(a−ib)t = eat · (cos(bt)− i sin(bt)) .

Damit folgt

Re
(

eλt
)

= Re
(

eλ̄t
)

= eat cos(bt)

Im
(

eλt
)

= −Im
(

eλ̄t
)

= eat sin(bt).



Daraus erhalten wir reelle linear unabhängige Lösungen.

Die Funktionen eλt, eλ̄t sind Lösungen der linearen homogenen Gleichung

⇒
1

2

(

eλt + eλ̄t
)

ist eine Lösung und
1

2

(

eλt − eλ̄t
)

ist eine Lösung.

Es gilt

1

2

(

eλt + eλ̄t
)

= eat cos(bt),
1

2

(

eλt − eλ̄t
)

= eat sin(bt).

Mit b ̸= 0 sind die Funktionen eat cos(bt), eat sin(bt) linear unabhängig.



Beispiel: u′′′ + u′′ − 2u = 0



Wie können wir sehen, ob eine Menge ein Fundamentalsystem ist?

Ein Fundamentalsystem M für

amu(m) + am−1u
(m−1) + · · · + a1u

′ + a0u = 0 (⋆)

ist eine Basis des zugehörigen Lösungsraums. Daher gilt:

Für Fundamentalsysteme allgemein:

•• Alle Elemente von M sind Lösungen von (⋆).

•• M ist linear unabhängig.

•• M hat m Elemente.

Für Fundamentalsysteme aus exponentiellen Lösungen weiterhin:

•• Komplexe Exponenten treten nur paarweise komplex konjugiert auf:
eλt ∈ M ⇒ eλ̄t ∈ M .



Beispiel: : u(4)(t) + a3u
′′′(t) + a2u

′′(t) + a1u
′(t) + a0u(t) = 0, t ∈ R,

a0, . . . , a3 ∈ R.

Welche der folgenden Mengen von Funktionen, kann (bei geeigneten Koe�zienten
a0, a1, a2, a3 ∈ R) ein Fundamentalsystem für den Lösungsraum der
Di�erentialgleichung sein?

(a) M1 := {u1(t) = 1, u2(t) = e−2t, u3(t) = e5t, u4(t) = t4}

(b) M2 := {u1(t) = e−2t, u2(t) = e−t, u3(t) = et, u4(t) = e2t, u5(t) = e3t}

(c) M3 := {u1(t) = e−t, u2(t) = e−it, u3(t) = eit, u4 = e8t} .



2.2. Lineare Systeme
erster Ordnung



Wir betrachten ein System erster Ordnung:

u′1(t) = a1,1u1(t) + a1,2u2(t) + · · · + a1,mum(t)

u′2(t) = a2,1u1(t) + a2,2u2(t) + · · · + a2,mum(t)

...

u′m(t) = am,1u1(t) + am,2u2(t) + · · · + am,mum(t)

Für I ⊂ R, und u1, . . . , um : I → R stetig di�erenzierbar schreiben wir:

u(t) =







u1(t)
...

um(t)






, u′(t) =







u′1(t)
...

u′m(t)







A ∈ R
m×m: (m×m)-Matrix mit Koe�zienten ai,j ∈ R 1 ≤ i, j ≤ m.

Dann hat das System die Form
u′ = Au.



Für die Lösung brauchen wir Eigenwerte und Eigenvektoren.

Sei 0 ̸= v ∈ R
m und λ ∈ R. Angenommen, u(t) = eλtv ist eine Lösung von

u′ = Au. Dann gilt:

u′(t) = λeλtv = A ·
(

eλtv
)

⇒ λv = Av.

Also ist λ Eigenwert von A mit zugehörigem Eigenvektor v.



Ein bisschen lineare Algebra:

Sei A ∈ R
m×m eine (m×m)-Matrix mit m paarweise verschiedenen

Eigenwerten λ1, . . . , λm.

Dann die zugehörigen Eigenvektoren v[1], . . . , v[m] linear unabhängig ( in Rm) und
die Funktionen

w1(t) = eλ1tv[1], · · · , wm(t) = eλmtv[m]

sind linear unabhängig (in C 1(R,Rm)).



Beispiel: :

A =

(

7 −6
−6 −2

)

, u′ = Au.



Berechnung der zugehörigen Eigenvektoren durch (A− λI)v = 0:



Ein Fundamentalsystem lautet damit:



Was passiert bei komplexen Eigenwerten?

Fast so wie eben: Bei Matrizen mit reellen Einträgen tauchen komplexe Eigenwerte
im als komplex konjugierte Paare auf:

λ ist Eigenwert von A ∈ R
n×n mit Eigenvektor v

⇔

λ̄ ist Eigenwert von A ∈ R
n×n mit Eigenvektor v̄

Zwei linear unabhängige komplexe Lösungen: eλtv, eλ̄tv̄

Zwei linear unabhängige reelle Lösungen: Re
(

eλtv
)

, Im
(

eλtv
)

.



Beispiel: :

A =

(

1 1
−2 −1

)

, u′ = Au.



Berechnung der zugehörigen Eigenvektoren:



Für die allgemeine reelle Lösung muss eλ1tv[1]

in Real- und Imaginärteil zerlegt werden:



O�ene Fragen nächstes Mal

Was passiert bei mehrfachen Eigenwerten?

Können wir inhomogene Probleme lösen?



Wir können skalare Gleichungen höherer Ordnung in Systeme erster Ordnung umschreiben.

Beispiel: : u′′′ + 7u′ + 7u′ − 15u = 0
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