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Wie betrachten eine gewohnliche Differentialgleichung der Ordnung 72 mit
konstanten Koeffizienten:

amu(m) + amf1u(m_1) + o+ a4+ apu=0

mit gegebenen konstanten ag, . .., a, € R, a, # 0. A

' [ [
Ansatzz u(t) = M AeR. D wH] = Aett o (/E \(.,_t\_— 1e
In der DGL:

t

am)\me)\t + amilAm—le)\f; oo+ alAe)\b + aoe)‘i:&

Wegen e =£ 0 folgt:

amA™ + a1 AT+ s+ N+ ap = 0.



Wir konnen die Losungen liber das finden.

Zur linearen Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten
(m) (m-1) ! —
amu™ 4+ am_1u + -+ aw + au=0 (%)

mit ag,...,am € R, a, # 0, heift

m
p(A) = Zak)\k das der Gleichung ().
k=0

Axt

Zu jeder Nullstelle A\, von p ist v(t) := e™" eine Losungvon (x).



Die Menge aller €™-Funktionen, die die Gleichung () lGsen, bildet einen
Vektorraum der Dimensionm ( — der ).

Ist eine Menge M von Funktionen ein Basis des Losungsraums, nennen wir M ein

von (x).

Beispiel: Sind \g, ...\, paarweise verschiedene Nullstellen von p, so ist
M = {vk(t) =M 1<k Sm}

eine linear unabhangige Menge von Losungen der Gleichung (x). Da der
Losungsraum die Dimension m hatund M linear unabhdngigist, ist M ein
Fundamentalsystem. Jede Losung u von (x) hat also in diesem Fall die Form

m
u(t) = chvk(t), c €R, 1<k<m.
k=1

%//S go«)«({) =0 &f o.//e'b, fc/d/f gz =

k=2 &



Beispiel: @— 6@—1— 1%~ 6u = 0
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Beispiel: u""" — 5u” + 4u = 0
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Was passiert bei mehrfachen Nullstellen?

Ist X ein Nullstelle des charakteristischen Polynoms p mit Vielfachheit d, so sind

MM L Al

linear unabhingige Losungen.
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Was passiert bei ?

Komplexe Nullstellen von Polynomen mit reellen Koeffizienten treten immer als
komplex konjugierte Paare auf, d.h.

pA) =0 & p(d)=0.

Wir haben die linear unabhéngigen komplexen Losungen e, e,

Aber wir hatten gerne reelle Losungen!



Wir brauchen die Eulersche Formel.

. - 7/
Die komplexe Exponentialfunktion e'* hat die Darstellung tsi (0 4\’
]
el = cos(t) + isin(t). ™
) ) 4
Insbesondere gilt  Re(e'’) = cos(t),  Im(e'’) = sin(t). -4 F_;: )
Q:Q-l'ié, O,Qe/—/z =) 2:&-,’6' /_2‘=2§l be(“\ /2
Mit A =a+ib, a,b € R, giltdann -4
T2

A= olatiO)t — oot (cog(bt) 4 isin(bt)),

] N ] - ¢it)

M = ol — oot (cog(bt) — isin(bt)). 1
Damit folgt <e) =A.
Re (e)‘t> = Re (e;\t> = e cos(bt)
Im (eM) = —Im (ej‘t) = e sin(bt).



Daraus erhalten wir reelle linear unabhangige Losungen.

Die Funktionen e/\t, eM  sind Losungen der linearen homogenen Gleichung

1 3 1 3
= B (e’\t + e/\t) ist eine Losung und B (e’\t - e)‘t) ist eine Losung.

Es gilt

— 1 —
(e)‘t + e’\t) = e cos(bt), 3 (e)‘t — e)‘t> = e sin(bt).

N

Mit b # 0 sind die Funktionen e% cos(bt), e%sin(bt) linear unabhangig.



Beispiel: v + u” — 2u = 0 Ohes. rPo[, /IO(M = AS L //\2 -2
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Wie konnen wir sehen, ob eine Menge ein Fundamentalsystem ist?

Ein Fundamentalsystem M fiir
(m) (m—1) ! -
amU + Am—1u + -+ avw + apu =0
ist eine Basis des zugehadrigen Losungsraums. Daher gilt:

Fiir Fundamentalsysteme allgemein:
Alle Elemente von M sind Lésungen von ().
M ist linear unabhangig.
M hat m Elemente.

Fiir Fundamentalsysteme aus exponentiellen Losungen weiterhin:

Komplexe Exponenten treten nur paarweise komplex konjugiert auf:
eMe M = eMec M.



Beispiel::  u(*)(¢) + azu”(t) + aou” (t) + ayu(t) + agu(t) =0, t€R,
ag,.-.,a3 € R.

Welche der folgenden Mengen von Funktionen, kann (bei geeigneten Koeffizienten
ag, a1, a2, az € R) ein Fundamentalsystem fiir den Lésungsraum der

Differentialgleichung sein? /\ Kein fmdo\w&,.—l-a/&ﬂ*‘*

@) My :={ui(t) =1, ua(t) = e, ug(t) = e, uy(t)

,t" wzxde (M;‘\ 4'{"[14"-’3) QJJ“I‘M&L-&,, LoCu A': o Jah#&d,eu'{iﬁz:
(b) My = {uy(t) = e 2, ug(t) = e7t, ug(t) = €', ug(t) = e, us(t) = e} '
m=l, gbe, M, bad & Elewede O ke %Jawe.,.-/c/s(fs.

() M3 :={ui(t) Eoug(t) = e, ug(t) = e, uy = 8},
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Lineare Systeme
erster Ordnung



Wir betrachten ein

ui(t) = arqui(t) + arpua(t) + -+ + armum(t)
U/Q(t) = a271ul(t) + CLQ,QUQ(t) + -+ a27mum(t)

up, () = amaur(t) + amouz(t) + - + ammm(t)

Fir I C R, und uy,...,un : I — R stetig differenzierbar schreiben wir:
uy(t) ui (t)
u(t) = , o u@) =
U (1) Uy, (1)

A € R™™: (m x m)-Matrix mit Koeffizienten a; ; € R 1 <i,j < m.
Dann hat das System die Form
u' = Au.



Fiir die Losung brauchen wir

Sei 0 #v € R™ und X € R. Angenommen, u(t) =eMuv ist eine Losung von
u' = Au. Danngilt:

u(t) = Mo = A- (eAtv) = A = Av.

Also ist A\ Eigenwertvon A mit zugehorigem Eigenvektor v.



Ein bisschen lineare Algebra:

Sei A € R™*"™ eine (m x m)-Matrix mit m paarweise verschiedenen
Eigenwerten Aq,..., Ap.

Dann die zugehérigen Eigenvektoren vl ... vl linear unabhangig (in R™) und
die Funktionen

wl (t) = e)\ltv[l]’ SN wm(t) — e)\m,tv[m}

sind linear unabhangig (in €1 (R, R™)).



Beispiel: :

N

Eiaemwerjrc: f (A) = oled (A— AI) = O
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2
Berechnung der zugehérigen Eigenvektoren durch (A — Al)v =0: &~ = K
')\ =-S5 = 12!
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Ein Fundamentalsystem lautet damit: A &3] Aot 2
2 -
A, Y st e * =< <" )
o ) = e oo (Q , et
B e_:{ _p ot
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Was passiert bei ?

Fast so wie eben: Bei Matrizen mit reellen Eintragen tauchen komplexe Eigenwerte
im als komplex konjugierte Paare auf:

A ist Eigenwertvon A € R™™™ mit Eigenvektor v
<~

A istEigenwertvon A € R"™™™ mit Eigenvektor ©

Zwei linear unabhangige komplexe Losungen: e’\tv, e™v

Zwei linear unabhdngige reelle Lésungen: Re (e*v), Im (eMwv).



Beispiel: :

E’aﬂmwo—\le :



Berechnung der zugehorigen Eigenvektoren:
2e A =1 A-i A ot (D+ (#ifft) [A¢ 4] O
A ) _/q)
-7 —’("‘l' ‘ o O @) C)
r_(/f-i)(ui\ -(z—“ = A-(-4)=2 23] L
= { = J :.-) (A-‘l)o - - "‘}
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Lslie ( A+i )
D =
-

=\ 0[2] ~ /(_"J
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Moy, (g wil  d,d, e ©:
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Fiir die allgemeine reelle Losung muss eMtylll

in Real- und Imaginarteil zerlegt werden:
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Offene Fragen nachstes Mal

Was passiert bei mehrfachen Eigenwerten?

Kénnen wir inhomogene Probleme lGsen? W= (AL‘ +4 CA,P n,,,,-'.l
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Wir konnen skalare Gleichungen hoherer Ordnung in Systeme erster Ordnung umschreiben.

Beispiel:: u” + Tu/+ 7' —15u=0 = ¢" - [Se -Tu"-Fu

'Ibe-ﬁhaive: b =Y, w = Uu L( u

Dewwmit: U =@, W =k, L{ /Su -Ju_ -

\M lv(q{/i)r Forwa

M'ur o A O /U

o (o)
k < uJ = O O /( ul
u"
L(& 1s -3 -7 U
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