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Ahnlichkeits-DGLn kdénnen auf separierbare DGLn zurlickgefiihrt werden.

. t
Ahnlichkeits-DGL:  u/(t) = f <w> ,  t>0.

t
u(t)
t
Damitgilt: w(t) = ty(t) = U/(t) =

Substitution: y(t) :=

Transformierte DGL:
u(t) = \‘\'ﬂ‘\——t\‘\kt\ = ,%Q\‘U:I\
\ A
=) \1 ®) = (L(\f&» —\‘L{:\\ "
\_/\/""/ k’\/-
CC‘)Q‘\) Wt
Riicksubstitution:  w(tH)—
\L\—H - t\(\{)

\








































































































































































































































































































































































































































































































Ahnlichkeits-DGLn kdénnen auf separierbare DGLn zurlickgefiihrt werden.

Transformierte DGL: /()

/l(ew\w‘a deo  esidben !
o = Sl 9 L (ywrr) = 4

4 +g( el

o > 0 5 W) =ct-1 ) cek
= \ = et =) N+4 o= ie)'t SR /
SENRES S~

Riicksubstitution:  w(¢) :‘t\,(ﬂ
= C_',LL -t.
















































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































Riccati-DGLn konnen auf Bernoulli-Gleichungen zuriickgefiihrt werden,
wenn wir eine partikulare Losung kennen.

Riccati-DGL: u'(t) = a(®)u(t) + bt)u(t)® + c(t)
~inhomogene Bernoulli-Gleichung” mit o = 2
Gegeben sei eine partikulare Losung ug. Danngilt fiir w := u — up:

. \
" =u-u, - (e.u + b M) - (Q*Ua "%L'i K>

©
= Q (u-te) + bu? —bb} .
(. 2
by -2k Lo = o (U-W) + é(o—ug)ls,zbuue ~bg—by,
4 ~Zbuuy +bu,
) = oas 4 bat 4 2bg o

n

[QM— 26%} AN+ bag?







































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































konnen auf zuriickgefiihrt werden,
wenn wir eine partikulare Losung kennen.

Wir erhalten eine Bernoulli-Gleichung mit o = 2: w = [a+ 2buglw + bw?.
Substitution: y(t) = w2 =w™! 4-<= -1
Transformierte DGL: y'(t) = —la+2bugly — b, = ay + b
A &
mit a =la+2bug) b = —b.
Riicksubstitution:  y(t) = w(t)™' = (u(t) —up(t))™?




































































oul®)
Beispiel: v/ = —u(t)® + 2 a(t) =0, bt)=-1, c(t)= =

Wir suchen zunachst eine partikulare Losung ug.

Ansatz: uo(t) = g, acR. Damit: % - -%
t +2
Ko, & 2 *
T S G O L ¥ 2 =) 7<- -L-2 = O
4 e i
A A _ A 3 - =
=) 0(4.1, - ’7—-\-’ /q\'L T2 2 Kz 4 '<L— &



























































































































































































































































































































































































































































































































































































































[«

u(t) —uo(t)  w(t)+ 1 o= ;f—u0
1A

y'(t) = —la(t) +2ue(t)b(®)] y(t) — b(t) )
L AN TR

. . 4,3 . YOS &
Losungsformel:  Wahle B*(t) :=§-l als Stammfunktion von eMé'L,(Jcpé e

Al | Y RO
y(t) = eM{\.L\R*({) 4 q= e’ .[‘%ch '\—Q]
‘k3+3c
4 ) _ T8
} ?1[?'(3{ +€X T 1T
1

B

T 1313Q

4
¢

Riicksubstitution: u(t) = m—i—uo(t)



































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































konnen in lineare Gleichungen mit konstanten Koeffizienten liberfiihrt werden.

FUr am # 0

amtmu(m) + am,ltm_lu(m_l) + - 4+ gt + agu = 0.
Heute betrachten wir nur m = 2: ast?u” + aitu’ + agu = 0, t>0.

Substitution: ¢®:=1t, y(s):=u(e®). Damit:

@\
—
»
~
|
)

u'(e) = tu'(t) =) y'(y = () W) £ W
y"(s) _ esul(es)+625u//( ) ( )+t2 " e;z) = t2u1/(t) :y”(s) —y,(S).

Transformierte DGL: a2y’ (s) + (a1 — a2)y/(s) + aoy(s) = 0.
—  Uben wir auf dem nachsten Zettel.

Riicksubstitution: s =In(¢), wu(t) = y(In(?)).




























































































































































































































































































































































































































































































































































































































































Exakte Differentialgleichungen



[4
DelR oﬂu, enfack &u S e biauy g
Eine Differentialgleichung der Form —?-3 DIAIR et L }F’b‘)k Cdll

ftu) + g(t,u)-u'(t) = 0

heift exakt, wenn es ein Potential W(¢,u) gibt, so dass

Uy(t,u) = f(t,u), U, (t,u) = g(t,u).

In diesem Fall sind die Losungen gegeben durch die Hohenlinien
U(t,u(t))=C, CeR.

Bedingung fiir Exaktheit: Die Gleichung ist exakt, falls  f,(t,u) = g:(t,u) gilt.

j=§t‘ %ZEA = J:QA=,§££&=E§(A!: =9£
























































































































































































































































































































































































































































































Anwendungsbeispiel: Ein Korper im freien Fall

Beispiel: Wir betrachten ein Kérper, der im freien Fall (ohne Luftwiderstand) aus
einer (geringen) Hohe hg > 0 zu Boden fallt.

Wir beschreiben die Geschwindigkeit v Abhangig von der Hohe:  v(h).
Wir nehmen an, dass v(hg) = 0.

Fiir die Bewegung Richtung Boden wahlen wir fiir v das negative Vorzeichen.

Frage: Wie erhalten wir eine Differentialgleichung, die das beschreibt?

1
Ansatz: DieEnergie  E(h,v) :=mgh + 5v2(h) "

dE(h
muss konstant sein, d.h. ((ih’v) = g+ v(h)-

dv(h)

=0.
dh
























In diesem Fall konnen wir die Losung schon berechnen

Wir kénnen g + v - v/ =0, v(hg) = 0 durch Trennung der Variablen losen:

v

dv
an Y

=

1
Jeaw == [gan = Gt = gn e
welde  Mmepadivas Jorz ke,
v = —v2(c—gh) &
v(h) = —/2g(ho — ),  h €0, hol.























































































































Wir konnen die Losung auch iiber die Energiegleichung finden.

b = ) e E
Die Gleichung hat die Form t Q E.

OF n OFE dE(h) 0

Ly = 2=

oh ~ Ov dh ’
mit E(h,v) = gh + 3v*(h), d.h.die Ldsungen sind gegeben durch die
Hohenlinien

E(h,v(h)) =C.
Aus dem Anfangswertproblem erhalten wir  C' = E(hg,v(ho)) = gho, und
e~
daher: =0
L5
gh + 5V (h) = gho

= v =2ho—h) =  wv(h)=—2g9(hg—h).















































































































































































































































































































































Wir haben eine Methode zur Losung exakter Gleichungen.

F(t, u(t) + g(t, w(t)'(t) = 0

Auf Exaktheit testen: Gilt f, = ¢?

Falls ja, bestimme Stammfunktionen

/f(t, u)dt + D(u), /g(t, w) du + K(t).

—_

Versuche D und K so zu wahlen, dass beide Stammfunktionen gleich sind, d.h.
U(t,u) = /f(t,u) dt + D(u) = /g(t, u)du + K(t).

Lose W(t,u) =C nachu auf. (Falls méglich.)











Beispiel:  2tu’ + 2e* + \Q_@u’ = 0 = f(t,ul®) + gt,u(t),
g
mit  f(t,u(t)) £ oo +2e*  und  g(t,u(t)) = 2t%u

1.  Auf Exaktheit testen: ,fu =4t - 2£ \/

2. stammfunktionen bestimmen:
1
/f(t, u) dt = SZ{U7‘+'2,Q%Q}]: Hutyet 1 D)
2
/Q(t,u) du Zj?tzu do, = L+ K@)

2t 2 n 2t
wihle D(u) = O und K(t) =€ = U(tu)=tUu +¢<

2w 2t C-c
K R s R O




























































































































































































































































































































































































































































































































Beispiel: 5t + 7u® + (14tu+cos(u))u’ = 0 = f(t,u(t)) + g(t,u(t))/,
mit  f(t,u(t)) = 5t + Tu? und g(t,u(t)) = l4tu+ cos(u).

TR

i

9.  Auf Exaktheit testen: XU\__ Al

2. Stammfunktionen bestimmen:

/f(t,U) dt :55-[14— IR

]

%tgﬁi G+ Dl

Wahle D(u) =5« und K (1) =St

Damit: W (t,u) = §t3+3‘{& 4 Sulu)















































































































































































































































































































































































































































































































































































)
§t3 + Ttu? +sin(u) = C

Diese Gleichung konnen wir nicht nach u auflosen! Sie definiert aber
eine Losung u.

Analysis Ill, Satz iiber implizite Funktionen: Essei C' € R und

D c R? offen, W :D — R stetig differenzierbar;
(to, UQ) €D mit \If(to, UQ) =C und \I’u(to,uO) 75 0.

Dann gilt:  Es gibt es Umgebungen [ von tg und J von ug, I X J C D,
sowie eine eindeutige stetig differenzierbare Funktion u : I — J, so dass

U(t,u(t)) =C  furalle tel.











Fiir nicht-exakte Gleichungen konnen wir einen einfiihren.

Ansatz: Ist die Gleichung

f(t7 u) + g(t, u)u/ = O nlCht EXakt , '
U (L) - (-r(ﬁ,u] *g (t.0) u =0
suchen wir eine Funktion  h(t,u) # 0, sodass /9 :»0/— ! -

h(t,u) - f(t,u) + h(t,u)-g(t,u)u’ =0  exakt
—— | S e s
: : . t R . Ru
ist. Wir wollen also die Integrabilitatsbedingung

D (h(t) - fw) = () - gt)
(- §) e ('A'S)J:

herstellen. Oft ist es sinnvoll anzunehmen, dass h nurvon t oder nur von
u abhangt.































































































































































































































































































Beispiel: Die Differentialgleichung
w?—2t—2+ 2u u' =0
—_———— ~~
=f(tu) =g(t,u)

ist nicht exakt, denn f, = 2u # 0 = g4. Suche integrierenden Faktor der Form
h=h(t): L#0

0 P
Pl g (0 - [ (1) = o (h(1) - g(t,w))
kettenregel:
i(h(t) -g(t,u)) = b){(":\é (‘}:.M) + [4(4—38{({((‘) = (/\ ({:)'ZU\

Lty sy = W0 L) - Lo 2































































































































































































































































































































































Essoll also gelten: R/(t) = h(t).  Wwihle h(t) = e

—_—_—

Damit ist die Gleichung
ef(u? — 2t —2) 4+ (2e'u) -/ =0

exakt. Bestimme Potential:

t
t
/etuQ—2(—:'15(15%-1)dt>€'-U‘z ~zket [l

/Qetudu = éui ¥ CDG\
t 2 et

t
wahle D(t) =-2ke” | K(u) =O ,und somit W(t,u) =& U
Lose Hohenlinien nach w auf:

Q-L?_Jcc£
Froaket o Wlost T -t

U(tu) = C = € u e
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