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Mehr zu linearen Gleichungen
erster Ordnung



Die Hauptarbeit bei linearen DGLn erster Ordnung: Integrale berechnen!
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Beispiel: 1//(t) = —2ty(t) + —— -, y(0) =yo
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Zum Beispiel:

Es lohnt sich einige Stammfunktionen zu kennen!

Funktion Stammfunktion Funktion Stammfunktion

", n#—1 gttt arcsin(t) | tarcsin(t) 4+ /1 — 2

1 In(|¢]) arccos(t) | tarccos(t) — /1 —t2
sin(kt), k #0 | —4 cos(kt) arctan(t) | tarctan(t) — 3 In(1+t)
cos(kt), k #0 | 1 sin(kt) 11_t2 arcsin(t)

tan(t) —In (cos(t)) — 11%2 arccos(t)

m —ﬁ 1-&152 arctan(t)

m tan(x) tQEaz iln( Z—Z )

MAN£D LM \/ﬂliiﬁ In (|t + V2 £ a?|)

In(t) tin(t) —t




Manchmal haben wir keine Chance.

Beispiel: ¢/(t) = —2ty(t) + 1, y(0) = o

Das Integral fes2 ds hat keine elementare Darstellung!



\\‘ = Qy + b

Allgemeine Losung des inhomogenen Problems

Allgemeine Losung des homogenen Problems (up) +
eine partikuldre Losung des inhomogenen Problems (u,,),

u(t) = un(t) + up(t)

NELIRSTNEN
Dabei gilt N =
up(t) = aun(t) = un(t) = e’ = cup(t)
— ]
\_\ow%w; R,
Ziel: Konstruiere ein u,. Wi o(oﬂm’uu\
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Seien wu, u, Lésungenvon u' =au+b
(u—up) = v —u, = (au+b)—(aup+b) = alu—1uy).

Die Differenz zweier Losungen lost das homogene Problem!

Wir konnen schreiben:

u = u, + (u—up),

d.h. wenn wir eine Losung u, desinhomogenen Problems kennen, konnen wir
jede Losung u schreiben als Summe von u, und einer Losung des inhomogenen
Problems.



























































Die Losung linearer Probleme erster Ordnung:
.. o= ¢-W (&>
Variation der Konstanten W H

Ansatz: up(t) = c(t)up(t), finde geeignetes c(t).

Es soll gelten: Fractulutreg ol -
. ul=oU, bl Yo = -l + c-u'H
e SO u (1) — a(t)up= b(1) |
v = b(t) = (Qun(t) + ety (t) - aetun(t) By Uy
N C: 7\ =c(t)uly (t)
b(t)

— integrieren!







































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































Anwendung auf ein vorheriges Beispiel

W(t) = qu(t)+t,  t>1,  u(l)=yo.
(t)=12 —  wahle A(t) =1

a n(t) = ug(t) = e® =1,
bt)=t, to=1 -
=1, 0=
U\n = C'€A(H

Ansatz: y,(t) = c(t)un(t) = c(t)t.

Lﬁ - E = A ~> ot Q\-QB'E
Fir ¢(t) muss gelten:  (/(t) = T

Damit: u,(t) = c(t)up(t) =t -t =t

2
Allgemeine Losung:  u(t) = up(t) +up(t) = et + &

Lésung des AWP: (1) =yo= C-A¥4" = CxA = C =y -1

A Ll = Go-NE & 5



































































































































































































































































































































































































































































Separierbare Gleichungen und
die Trennung der Variablen



Eine , auch eine Differentialgleichung mit
genannt, hat die Form

Losungsmethode: Wir versuchen eine Losung zu finden, indem wir die Gleichung

/g(lu)du . /h(t)dt

Beispiele fiir separierbare DGLn: Sehen wir gleich viele.

losen.

Beispiele fiir nicht-separierbare DGLn: u' = au + b, b # 0, oder v’ = sin(tu)
Q.lo ancht ‘Aouskunlv.




















































































e Laswry

w= 0 sk
O’\U\ b3
ispiel: I = 2 =) — = .4+ +
Beispiel: ‘w)& ) e U C ) ~_Lef
Wiy 9w C= -0y
'f\l( U:bO: 4't% ':_/cc"\",
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L 70
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=) UL—D = c < celk G oueh =0 cuwe LEA\,.() Ny































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































Beispiel: ' = N w70 3?\2 - Cov (6D
A\ Q}‘E ’(_U\

31

5 O\ duw = Jeslode D E

= SI"‘\L_L) + ‘\CJ_& E‘QR

=) u?l’?_: §—S7\4(-D+Q Q:-:ia'_

D ) =K siw (£ Q) Km> % ©
_Beispiel: 2(1:2y/ = y2 y=0 sl LBsw) Bsvy V= e 35\\,\\-\;\ xc$0

T{‘M’ ‘l#o: i— _
S\,l—o\\( 'LK"O\K
= -i-,_“_ ~ ~ 4 __A ~ 2X
Syt TerR A FrpEL
2K -
=N — c=2T x#_{_







































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































Beispiel:

y =y 1)

Is e, Lo
—— - u%
6(\\\ (NEY)
FES \Fe T e
K 4+ <.
Bt = Jtrx = L\
Pl b
amadlesen s
2\ \A;l\ - e c _ é - e:?-K
1- cc’-“ ER \,7‘,.0 + B
Y(A/“-cev c=-¢€
e AT 2 2x ANE
B —3 - 4 =) -:_L(_GJ -C -~ - \ e
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=:C
au. =t eddeld K ) ) | US
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'(\‘ce?'

cell oo owck \f:‘/

Lue L&“(‘J "D_l.



























































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































Beispiel: ' = /1 —y? 5 __,L_ oy - SJO)\K N #EA

0 Ay
\%m&«lgsb\-
= occSiu Q\\\ = X+ =Y ) = S"“CK*'C). cem

Foc c=0: \-l(\\: Sith\ =) \\‘(x\;Cos(K\ 70 J'-Gr

we (e, )

- i
ese Funbktion it micld mﬂf Jouwt R eue lasu.
.

do. e !
DEL vy 0 wéwaju







































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































-
Die  Fauld=on -4} T

\\ (‘Iq = o
Sulx), - L x T

Al

A %7 1=z

O Ase ~
S;'bclh\‘o s A DAY LS.S\.\*(\\ Olen £ 4 WO\ .SI'L\(X3 LGS\E"Q.- 3;'0‘,
[ oot oém.q% R Ml b 2 New T sinel  Keidisok,,
§ sy owd  stociease KL i

O, = ¢ =Tz
~ N

~
N Y = Jeaty, -Te ¢ x (T T L'-‘« y =0

x %7
> , x 7 -

g)?’\ s Sxes.\{.) o\:.f.‘..looa wed  ololih el DGL 0“"‘ 8%-2 R.































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































Beispiel: v-v’z—m, x>0 mit Konstanten a,b > 0
— T
O é\ = i/\\l= & X cN_, E, 67/2
Smlu = S—QT;F % Tz R4b '
2
= Yy = — *+¢ c=22 eR
X + \
26
X +C O .
x+b ke

Sieke. L\BME Sedew. for Gue Au\\ge«ho{ukj



























































































































































































































































































































































































































































































































































































































Anwendungsbeispiel: Berechnung der Fluchtgeschwindigkeit ~ Exkuss Loc besouolans

luteressivte
Beispiel: Wir nehmen an, eine Rakete fliegt senkrecht von der Erdoberflache nach

oben. Sie hat eine Anfangsgeschwindigkeit vg > 0, aber keinen eigenen Antrieb.

x : Hohe Uber dem Erdboden, R : Erdradius
v :  Geschwindigkeit, vg : Anfangsgeschwindigkeit
g : Gravitationskonstante
Beschleunigung durch Gravitation (ohne Luftwiderstand): @ = —ﬂ
dt (z+ R)?
Mit
dz dv  dv dzr dv
a at Az At dz
erhalten wir: , Siehe vurlw"aes fBe;?,m,
Jdv g 7 gaft bee

dz (z+ R)?























































































































































































































































































































































































































































































































































Anwendungsbeispiel: Berechnung der Fluchtgeschwindigkeit Exiis Pac besoucters
luteessicle |
Das entstehende Anfangswertproblem losen wir durch Trennung der Variablen:

dv_ __gR®
Yar T (x + R)?
gR’ gR?
= ’UdU:—mdx = /Udv_—/wdx
1, gR?
= 21} = @+ R) +c

Mit  v2(0) = v3:

2gR? 2gR?
o2 = 3 +v2 —29R = v(z) = \/(:ci—R) +v3 — 2gR

(x+ R)







































































































































































































































































































Anwendungsbeispiel: Berechnung der Fluchtgeschwindigkeit (=xkuws [, b esou ol
Das funktioniert nur, so lange luteessiote
29 R? 9
——— 45 —2g9R > 0,
(r+ R) 0~ =9

sonstist x keine streng monotone Funktion von ¢ und die obige Herleitung gilt
nicht mehr. Wegen
i 29 R?
im ———
z—oo (z + R)

ist dieser Ausdruck nur fiir alle x > 0 positiv, falls

=0

U(Q) >2gR = vy > +\/29R

Mit g ~ 9,81 m/s?,und R ~ 6371 km berechnen wir die

der Erde als
ve = 11,18 km/s. = \) QR



















































































































































































3. Bernoulli-Gleichungen



Bernoulli-DGLn konnen durch Substitution auf lineare Gleichungen transformiert werden

Bernoulli'sche Differentialgleichung:

' (t) = a(t)u(t) +b(t)u(t)®, acR\{0,1}, b#0.

substitution:  y(t) = u(t)* = W, Lim) =0
Damit gilt:
A-d-A G
) - S
g = W m} - U el )
'S w of - A-
- AW [aua by w }=(4 ) E‘“‘:&J‘_’ Fo®

= L‘{_
D.h. y lost das linear Problem R

mit a(t) = (1 —a)a(t), b(t) = (1 — a)b(t).















































































































































































































































































































































































































































































































































































/‘—. = §
Beispiel:  v/(t) = —u(t) + tu(t)’, u(0)=\/§' 5 U = 3)* <
at)y=—1, b(t)=t, a=3 = A-k = -2

Substitution:  y(t) = u(t)2 & u(t) = y(t) />

DGLfiry:  y/(t) =2y(t) —2t,  y(0) =u(0)™2 = 3.















































































































































Nebenrechnung:

t . )
/0(_28e23) ds & ﬂs_\_/{:_JZSJ\fO B \2;-7_015 ) -Le_.zt— L_{z‘e&sj l—g
=ttt +‘=,_ke‘7'k— 4\ - %e'# (2t +4) -il

Damit:

t
y(t)y = - (/ e 2(—2s) ds + §>
0 2
kT, - 1 2t
= e Ljielk(zt'\"h _A'E_\_réix;—igz-t_pJ\{—e,

Zuriick transformieren:




























































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































Spezielle Losungsansatze



Manchmal hilft ein spezieller Ansatz beim Finden einer Losung.

Beispiel: ' = —e %y + elu?(— 673! — 2e 7!

Ansatz: u(t) = cePt — finde geeignete ¢, 8 € R.
Eingesetzt in die Gleichung:

e_QE 2% ce_F't £, 2Rt

—6eT3t — 2Pt = o/ + e 2ty —ely? = re -e ce

- el o B BE o (5ReOL

Es gt R=R2 dl. e g /<§=z/<’+4 ool //g_z - 2/04 4 gk,
/'&-?_=2FH = fi=-3| /5-7.:2/@+.<=—5‘

-3t _ -2t -St
Do+ —-CC,S —Zes‘k = -%ce + Lc_-c})c =) C=2

:) l&(‘t) = 'Lé:St-
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