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Was ist eine . )
mur fne Vwioble

I C R:ein-Intervall, F': eine gegebene Funktion

Gesucht: Eine/Funktion « : I — R", die fiir alle t € I die Bedingung
[ 8Sua I uvwe
/ " (m) _ 3
F<t? u(t)7 u (t)a u (t)7 cee U (t)> 0 —_FUM[&_\_;Q\,\ w.
erfiillt. Wir nennen/m die Ordnung der Differentialgleichung.
Explizite Gleichung:  u™ = f(t, u(t), u/(t), u"(t),...,ul™ V(1))
Ocoha \.u.b; Rs chst=
Heute betrachten wir nur n = 1, d.h. skalare Gleichungen. Auawa\ =
kewe Xt

Zur Notation: Manchmal schreiben wir, je nach Kontext, auch x statt £, oder y statt w.

, . . du .
Statt u/(¢) schreiben wir manchmal T oder 4(t).











































































































































































































































































































































































Was ist eine
Beispiele:

u"'(t) — 2u'(t) + Bu(t) = 0,

(1) ) —
(2) tu(t)+3u()—6t3_0 \k:: r3u-G=0
(3)  (u'(1)* —4u(t) =0,

(4)

(5)

2" (t) + 3u(t) — 61> = 0,
2t%u" (t) — (v/(t))? = 0.

du(z,y) N ou(z,y)

ox oy =0

Keine gewdhnliche Differentialgleichung: v : R> — R,

Partielle Differentialgleichung (nachstes Semester)































































































Was ist eine Losung einer Differentialgleichung?

Beispiel: Fiir alle c € R ist

2
t
( a C) eine Losung von u'(t) = Ju(t).

Denn: (B = KJCE 4= (HC ‘ Ht m)

2

£\7F ole te R

2
c
Aber:  u(t) = « 2) ist nur eine Losung fir o =1 oder av = 0, denn

UCAEE U—;ﬂ( o =« ()

G\QA(‘)-\AU\' L‘,r alle '1:672- Z"H‘ Mo ﬁ«}r A=A oole~ X=0.



































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































Wir brauchen Anfangs-/Randdaten!

Die allgemeine Losung einer Differentialgleichung hat typischerweise frei wahlbare
Parameter. Wir brauchen zusatzliche Bedingungen, um diese festzulegen.

Beispiel: Fiir jedes c € R st

1
u(t) =ct+t>  einelésungvon  u'(t) = —u(t)+t, t>1.
w = vzt = (evt) 4+t t

:% (ct+¥)) 4t = Lo+t

Anfangsbedingung: u(1) = 0. Damit: o
u=0 = cd +4% = c+4 = &=

=) &) = —t
































































































































































































































































































































































































































































































Wir brauchen Anfangs-/Randdaten!

Beispiel: Fiiralle c1,co € R ist

u(t) = c1 + cot — sin(t) eine Losung von u”’(t) =sin(t), teR.
r @) = C, ~ cast) G(e;cl,..a %wqj‘]'(r Ord uw.J

U“ (‘t) = 8“’\(_45) A~ e L(QMQL\QM AN

@eoklb\a \Ma%v\ !
Randbedingungen: u(0) =0, u(mr) = 1. Damit:
ul9 =0 = c e 0-snl) = D U=O
=0 =Q — —) - _A_
Gl = A = G e se@) = el T G Ty
= =9
t St L‘t)

= pb ==























































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































Auf welchem betrachten wir die Differentialgleichung?

Beispiel: u/(t) = fu(t) +t, nurdefiniert fiirt # 0,
I = (—00,0), I =(0,00)

Die Einschrankung kommt aus dem Definitionsbereich der Differentialgleichung.

Beispiel: u/(t) = —2t(1 +u(t))?,  hatdie Losungen:
(1) ul(t) = _]., I = R7 \)\/: K=0 = -2k (/\+ &-A))

(2) u2(t):—1+t2_c, ceR
Fallsc < 0 : Fallsc=0: Fallsc > 0:
I=R Il = (—OO7 0) Il = (—OO, —ﬁ)
I = (O> OO) I = (_\/Ev \/E)

I3 = (\/Ea OO)

Die Einschrankung kommt aus dem Definitionsbereich der Losung.







































































































































































































Viele Differentialgleichungen kann man nicht analytisch losen.

Aber: Auch wenn wir die Losung nicht kennen, kann man oft trotzdem oft
wertvolle Erkenntnisse gewinnen.

Und: Fiir spezielle Formen von Differentialgleichungen gibt es
Losungsmethoden.

Wir werden (nicht einmal anndhernd) alle Typen von Differentialgleichungen
behandeln konnen.



Welche Typen von Differentialgleichungen gibt es?
pe Ueeff AW, o (%)

pawnenn i ddline e Foulioue.,

Lineare Differentialgleichungen: iw t osew |

‘Am(ﬁ)W(t) + ... +@)W +ﬁ@)u£) +“i”@ﬁ> = b(t)
bzw.

_I,_
W™ (1) = amen(t) () + - +@n‘tw + Z@tw » 0(t)

e ‘—Ym\,ﬁ-\'('.\\.\ W Lok ke
P\ble; \-\Mae..\ -EQ,,. chew  mr
Like o5 0}»‘-

Fall b = 0: Homogene Gleichung



















































































































































































































































































































































































































































































































































































Welche Typen von Differentialgleichungen gibt es?

Gleichung Ordnung | Linear? | Homogen ?

() @) — 20/(t) + bu(t) 20| 3 v Vv

A= 5 Rg® =3, L= 613

@ ) + 3ut) (6t9=0 | 4 x

@  B)P-au) Lo | T K v

N EV=1%, R W=0, p®» =3

W 20 + 3u(t) (6tD=0 | Z 4 8
¢ v/

) 2289 — (W fP=0 | =












































































































































































































































































































































































































Die LOsung linearer Differentialgleichungen erster Ordnung:
Die Losungsformel

Das Anfangswertproblem fiir die lineare Differentialgleichung erster Ordnung,

u'(t) = a(t)u(t) +b(t),  u(to) = yo.

hat die Losung:

t
ut) = A0 [ / e AOp(s) ds + goe~ A

to

A(t) : Stammfunktion von a.



Einfachstes Beispiel: Homogen mit konstanten Koeffizienten

_— Ab\diruw% e f)o(%o\Ad 20 Tolkou golbsd.
u’(t) = )\u(t), U(O) = Yo,
d.h. a(t) = X =konst b=0, to=0.

Wahle A(t)

Damit: N NS
L _9s
ka‘\-\ = e,’\ LS st-\— \'o e 3

— l

e
= s































































































































































































































































































































































































































Anwendungsbeispiel: Radiokarbondatierung

Willard Frank Libby, Nobelpreis fiir Chemie 1960:

Organisches Material enthilt u.a. das radioaktive Kohlenstoffisotop C'14.

Der Anteil von C''* an der gesamten Kohlenstoffmenge ist in lebenden
Organismen nahezu konstant.

Nach dem Tod sinkt der C'*4-Anteil durch radioaktiven Zerfall.

Aus dem gemessenen C''4-Anteil eines archaologischen Fundes kann man sein
Alter ermitteln.

Halbwertzeit von C1%: ca. 5370 Jahre



Anwendungsbeispiel: Radiokarbondatierung

u(t) : C1*-Anteil,  wp : ,normaler* C''*-Anteil in lebenden Organismen
Radioaktiver Zerfall:  u/(t) = —Au(t) = u(t) = uge™
: - s330
i . = S —
Bestimme \: , (S350) = O:S Mg = MK 2.(0.5)

—N.-S33e _ - - 0, coot?.
:L«\emsq )= -\ s330 = A S$330 =

::\ U\oi)

Beispiel: Das Holz eines geborgenes Schiffswracks hat noch 90% des urspriinglichen
C™-Anteils. Wie alt ist es? \ b«\° & )
olta) = 03 = Mo exf N\ sxo

282 g6

.5) - - €HRo —_ _
BN o) = %—g:%,‘ =ty 3 La(0:5)



















































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































Die Losungsformel fiir ein etwas komplizierteres Beispiel

1
u'(t) = 2u(t) +t, t>1, u(1) = yo.

a(t) = 1, wihle A(t) =In(t), b(t)=t, to=1

Losungsformel:
pir vo=0 ot u(t) = e [/t: e MOp(s) ds + yoe‘A(tO)]
| SR )
\'U(ﬁ} " ’r-}} . A































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































Se A Stowm bk von O Ol AW = o)

S\ Fo
KQA&> =AW AP o
¢ _A)
R, ) S‘\'QAMMR—LA" Lo —AQHL&) oAl $x(*) = e Al AL‘{)

Se " |

AL Do By Sovn i JU4.
A Ta0- 5’_&1‘//« ]

(\j(‘o Jalat - \LO\/«S‘)-—A(.*J R @ l

r\”eﬁP}\ . ({\ ) & ALJq )I- ngk_a '3,, U’-a\ +\/e l + e 3‘ (‘f?)
(VN = —A({J} . eA(.e) _A 4
R

A [zl ~By (ko) +Y, €

_uld)

sule + blt)

=~ ae











































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































{ « .
Die Losung linearer Probleme erster Ordnung: (4~ Yp) = L'~ U = (M{”’L’ ey, +e)
-~ a(u-,)
»
-~ 'D:i-f&ru't Isst  olos ‘/\owmaeuﬁ
roblea

u/(t) — a(t)u(t) + b(t) u= Yo+ Qu-um).

Allgemeine Losung des inhomogenen Problems

Allgemeine Losung des homogenen Problems (up) +
eine partikuldre Losung des inhomogenen Problems (u,,),

u(t) = un(t) + up(t)

Dabei gilt
w (1) = a®up(t) = upt) = ce®® = cug(t)

Ziel: Konstruiere ein u,.



























































































































































































































































































































































































Die Losung linearer Probleme erster Ordnung:

Ansatz: up(t) = c(t)um(t), finde geeignetes c(t).

Es soll gelten:

= b(t) = (B)up(t) + c(t)uy(t) — alt)c(t)up(t)

=c(t)un(t)

— integrieren!



Anwendung auf das vorherige Beispiel

W) =tut)+t, =1 u(l) =y

S 2
-
S~—
Il
S+
sl
|
—_

8
Allgemeine Losung:  u(t) = up(t) + up(t) = ot vt 4
S c=To~
Losung des AWP: u(l) =y = © T ° .
(AT *
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