Differentialgleichungen I
fiir Studierende der Ingenieurwissenschaften

Klausur WiSe 24/25 — Lésungen
Aufgabe 1. (5 Punkte)

(a) Losen Sie das folgende Anfangswertproblem:
W(t) = —(2t + Du(t) +e ¥ fiir ¢ >0, u(0) = 1.
(b) Losen Sie das folgende Anfangswertproblem mithilfe einer geeigneten Substitution:

W) = (2t + Dut) —e T (u®)® fir t>0,  w0)=1.

Losung.

(a) Wir haben eine lineare Gleichung der Form «/'(t) = a(t)u(t) + b(t)
mit a(t) = —(2t+1) und b(t) = e . Wir wiihlen

A(t) = — (£ +1)

als Stammfunktion von a und erhalten die Losung des Anfangswertproblems aus der
Losungsformel mit ¢p =0 und yy = 1:

! t
u(t) = eA(t) . |:/ e*A(s)b<S) ds _'_ yoeA(to):| — ei(t2+t) ) |:/ e(82+8)6732 dS + 1
0

to

t
N {/ o ds—i—l} — o (EH1) [et _ 1_1_1} — ot
0

(b) Wir haben eine Bernoulli’sche Differentialgleichung mit
alt) = (2t+1), bt)=—-e", a=2.

Die Substitution

liefert
Y(t) = (L—a)atyt) + (1—a)b(t) = — 2t +1)yt)+e ™, y(0)=1.

Nach Teil (a) hat dies die Losung  y(t) = e * . Die Losung u erhalten wir aus der
Riicksubstitution
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Aufgabe 2. (5 Punkte)

Gegeben sei die Differentialgleichung

u"(t) +2u"(t) =0 fur t > 0. (%)

(a) Bestimmen Sie die allgemeine Losung dieser Gleichung.

(b) Gentigt die Anfangsbedingung «(0) = 1 um eine eindeutige Losung von () zu
erhalten? Begriinden Sie Thre Antwort.

(c) Fiir welche a,b € R erfiillt die Losung u des Anfangswertproblems fiir (%) mit

die Bedingung

Losung.

(a) Das charakteristische Polynom lautet
p(A) = XN +2X% = N2\ +2)

und hat die Nullstellen
)\172 = 07 )\3 = —2.

Damit ist

ein Fundamentalsystem und die allgemeine Losung lautet
u(t) = cre™ + ¢y + cst, c1,C2,03 € R.

(b) Nein, die Losung ist nicht eindeutig. Z.B. 16sen ui(t) = 1 und wuy(t) = e 2 das
Anfangswertproblem.

(c) Jede Losung u hat die Form u(t) = cie ™ + ¢y + c3t. Damit limy o u(t) = 0 gilt,
muss dann ¢y = ¢3 = 0 sein. Aus der Anfangsbedingung u(0) = 1 folgt dann ¢; = 1.
D.h. die Funktion wu(t) = e % ist die einzige Losung der Differentialgleichung, die
die erste Anfangsbedingung u(0) =1, sowie lim;_,o, u(t) =0 erfiillt. Wir haben

u'(t) = -2 = (0)=-2,
u'(t) =4e = u"(0) =4

Wir brauchen also a= -2, b=4.
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Aufgabe 3. (4 Punkte)

Gegeben sei die Differentialgleichung
(t —sin(t) cos(t))u® + (#* 4+ cos?*(t) + Du-u =0 fur t > 0.

(a) Zeigen Sie, dass diese Differentialgleichung exakt ist.
(b) Bestimmen Sie ein Potential fiir diese Gleichung.

(c) Losen Sie das zugehorige Anfangswertproblem mit «(0) = 1.

Losung.

(a) Mit
f(t,u) = (t — sin(t) cos(t))u?, g(t,u) = (* + cos®(t) + 1)u
hat die Gleichung die Form
f(t,u) + g(t,uw)u’ = 0.
Es gilt
of

%(uu) = 2(t —sin(t) cos(t))u =

also ist die Gleichung exakt.

(b) Wir haben

E(tvu%

/(t — sin(t) cos(t))u® dt = %(zﬁ2 + cos?(t))u* + K (u),

/ (2 4+ co(1) + 1)u du = %(ﬁ 4 cos2(t) + 1) + M(2),

d.h. mit ]
K(u) = §u2, M(t)=0

erhalten wir Gleichheit und ein Potential ist gegeben durch

1
U(t,u) = §(t2 + cos?(t) + 1)u’.

(c) Die Losungen sind gegeben fiir C' > 0 durch

2C

1
U(t,u)=C —( )+ Du* =C =4 :
(t,u) = 2( +cos“(t) + 1)u = o) 11
Damit folgt
l=u(0)=4/— = C=1

und somit

2
ult) = \/t2 +cos?(t) + 1
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Aufgabe 4. (6 Punkte)

Gegeben sei das Differentialgleichungssystem « = Au mit

-3 0 0
A= 1 -1 2
2 0 1

(a) Bestimmen Sie ein Fundamentalsystem fiir diese Gleichung.

(b) Bestimmen Sie alle Ruhelagen des Systems und priifen Sie diese auf Stabilitét.

Loésung.

(a) Das charakteristische Polynom lautet

—3-X 0 0
pA) = det[ 1 —1-X 2 | =(=3-N(=1-N(1-)
2 0 1—AX

und die Eigenwerte sind
)\1 = —3, )\2 == —1, )\3 = 1.

Zugehorige Eigenvektoren:

Zu )\1:—33
00 0]0 00 0]0 2
1220 — 0200 = = 0|, ceR
2 0 4|0 2 0 4]0 —1
u A= —1:
-2 0 010 -2 0 0]0 0
10 2/0 — 00 20 = Jl=c| 1], ceR.
20 20 00 20
Zu )\3:12
—4 0 0]0 —4 0 0]0
1 =2 210 — 0 —2 20 = l=cl 1], ceR
2 0 0]0 0 000 1
Ein Fundamentalsystem ist somit
2 0 0
e o], et[1], €[1
—1 0 1

(b) Da alle Eigenwerte ungleich Null sind, ist u* = (0,0,0)" die einzige Ruhelage. Da
A3 > 0, ist w* instabil.



