Differentialgleichungen I
fiir Studierende der Ingenieurwissenschaften

Klausur SoSe 2025 - Losungen
Aufgabe 1. (5 Punkte)

Bestimmen Sie fiir die folgenden Differentialgleichungen jeweils zuerst die allgemeine Losung
durch Trennung der Variablen.

Losen Sie dann die Anfangswertprobleme zu den jeweils gegebenen Anfangsdaten und geben
Sie an, fiir welche ¢ die zugehorigen Losungen existieren.

(a) 2t = u? fir t>1, u(1l) = 4,
(b) wu=¢ fir ¢ >0, u(0) = 2.
Losung.

(a) Die Gleichung hat die Form o = u? - 5.

erhalten wir die allgemeine Losung:

Eine Losung ist w = 0. Fir u # 0

o
1= 2¢ct’

1 1 1 1
_ — - - = R
/u2 du /2t2 dt = ” 57 +ec, ce€ = ut)

Aus der Anfangsbedingung folgt

u(l) = 4 = 2=4-8 = c=-.

Damit ist
) 2t
u =
1—1t/2

und die Losung ist definiert fiir ¢ € (1,2).

(b) Die Gleichung hat die Form « = 1 .¢'. Die Funktion ¢(u) = 1/u hat keine
Nullstellen. Wir erhalten die allgemeine Losung:

1
/udu:/et dt = §u2:et+c, ceR = wu=+v2et+2c
Aus der Anfangsbedingung folgt

w0)=+v2+2c=2 = 2+2=4 = c=1

Damit ist

u(t) = v2et + 2

und da 2e’ +2 > 0 fiir alle ¢ > 0, ist die Losung fiir alle ¢ > 0 definiert.
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Aufgabe 2. (6 Punkte)
Gegeben sei die Matrix

=5 2)

(a) Bestimmen Sie ein Fundamentalsystem fiir die Losung von u' = Au.

(b) Bestimmen Sie alle Ruhelagen von v’ = Au und priifen Sie diese auf Stabilitét.

Losung.

(a) Das charakteristische Polynom lautet

p(A) = det (_12_A o A) S (~1-A)(—4—A)—4 = X 45) = AA+5)

und die Eigenwerte sind
A = =5, Ay =0.

Zugehorige Eigenvektoren:
Zu M\ =-5:
4 210 2 110 n _ 1
(2 10) — (000) = v —c(_Q), ceR.
Zu )\2:():
-1 210 -1 20 2
21 _
( 9 _40> — ( 000) = v c(1>, ceR.
Damit ist ein Fundamentalsystem gegeben durch
1 2
—5t
te(2) (O

(b) Da Ay = 0 ein Eigenwert ist, sind die Losungen von Au* = 0 die Vielfachen des
zugehorigen Eigenvektors. D.h.
« (2
w=c(3)

ist fiir alle ¢ € R ein Ruhelage. Da A; < 0 und A3 = 0 ein einfacher Eigenwert ist,
sind alle diese Ruhelagen stabil, aber nicht asymptotisch stabil.
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Aufgabe 3. (4 Punkte)

Sei A € R*** eine reelle Matrix mit den Eigenwerten
)\1 - —2, )\2 - —1, )\3 - 21, >\4 - —21

Welche der folgenden Aussagen sind wahr, welche falsch? Begriinden Sie Thre Antworten.

(1) Das System u' = Au hat genau eine Ruhelage.
(2) Die Ruhelage u* = (0,0,0,0)" € R* ist asymptotisch stabil.
(3) Es gibt eine 7 -periodische Losung von v = Au.

(4) Es gibt eine Losung u von o' = Au mit limy . |u(t)] = co.

Hinweis: Es geniigen kurze Begriindungen, Sie brauchen keine langen Rechnungen.

Losung.

(1) Die Aussage ist wahr. Da alle Eigenwerte ungleich Null sind, ist A regulér und die
Gleichung Au* = 0 hat die eindeutige Losung u* = 0.

(2) Die Aussage ist falsch. Wir haben Re(\3) = Re(\y) = 0 und A, A3 sind einfache
Eigenwert, d.h. u* ist stabil, aber nicht asymptotisch stabil.

(3) Die Aussage ist wahr. Da A3 = 2i,\; = —2i rein imaginire Eigenwerte sind, gibt es
eine Losung der Form

u(t) = cos(2t)a + sin(2t)b mit a,b € R

(4) Die Aussage ist falsch. Seien vl¥ jeweils Eigenvektoren zu A, 1 < k < 4. Dann hat
jede Losung die Form

—2yl1] + cze_tvm + 0362”1)[3] + c4e_2itv[4]

u(t) = cie
und somit
lu(t)] ge’2t|clvm| + e’t|cgv[2]] + |cgeQitv[3}\ + ]c4e’2itv[4]|

Die ersten beiden Terme auf der rechten Seite gehen fiir t — oo gegen Null und die
letzten beiden sind beschrankt.
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Aufgabe 4. (5 Punkte)

Gegeben sei die Differentialgleichung

u’(t) — 2u'(t) + 2u(t) = 2sin(t) — 4 cos(t).

(a) Bestimmen Sie ein reelles Fundamentalsystem fiir das homogene Problem.

(b) Finden Sie eine partikuldre Losung u, des inhomogenen Problems.

Hinweis: Sie konnen den Ansatz wu,(t) = acos(t) + bsin(t) mit a,b € R verwenden.

Loésung.

(a) Das charakteristische Polynom lautet
p(A\) = A2 —2)\ + 2,

Die Nullstellen sind

Mo = 1£VI-2 = 1+i.

Wir erhalten also ein komplexes Fundamentalsystem als

1+t (1—i)t
{elE, e

und ein reelles als {Re(e(1+i)t), Im(e(1+i)t)}.

Es gilt mit der Eulerschen Formel
eIt — ob el — ol(cos(t) +isin(t)) = e'cos(t) + ie’sin(t).
Ein reelles Fundamentalsystem ist also

{e’ cos(t), e'sin(t)}.

(b) Mit dem Ansatz w,(t) = acos(t) + bsin(¢) erhalten wir

wy (1) — 2u,,(t) + 2u,(t)

= (
(

—acos(t) — bsin(t)) — 2(—asin(t) + beos(t)) + 2(acos(t) + bsin(t))

a—2b)cos(t) + (2a+ b)sin(t) =2 sin(t) — 4 cos(t).

Daraus folgt
a—2b=—4, 2a +b=2.

Addiert man das Zweifache der zweiten Gleichung zur Ersten, folgt ¢ = 0 und somit
b=2. Also ist
up(t) = 2sin(t).



