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Differentialgleichungen 1 fiir Studierende der
Ingenieurwissenschaften

Blatt 7, Prasenziibung

Zur Verkiirzung der Schreibweise verwenden wir das Doetsch-Symbol:

Fls) = Zf(s) = /Ooo e~ F)dt = [(1)o—e F(s)

Folgende Korrespondenzen bzw. Zusammenhinge fiir Re(s) > v, die entweder in der Vorlesung bewiesen
wurden oder vollig analog zum Vorgehen in der Vorlesung bewiesen werden kénnen, diirfen benutzt werden.
Es gelte stets f(t) =0, Vi <0 .
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Wobei hq(t) fir a >0 wie folgt definiert ist: ha(t) == { ==

0 t<a.

Falls f(t) o—e F(s), dann gelten folgende Verschiebungssétze.

I) ho(t)f(t—a) o—e e **F(s) Verschiebung im Originalraum
Mult. mit exp-Fkt im Bildraum
I7) e“ f(t) o—e F(s—a) Verschiebung im
acC Bildraum/ Mult. mit

exp-Fkt im Originalraum
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Aufgabe 1:

a) Gegeben sei die Anfangswertaufgabe

w” — 2u’ + u = sin(4t) + 2te” ", firt >0, w(0) =1, 4'(0)= 0.

In welche algebraische Gleichung lasst sich die Anfangswertaufgabe durch die Laplace-Transformation iiber-
fithren?

Bitte belegen Sie Ihre Antwort durch Zwischenrechnungen.

Berechnen Sie die Losung der algebraischen Gleichung.

1
b) Essei F(s) = SGEI)E die Laplace-transformierte der Funktion
s(s

fRE =R, f:te f(t).

Bestimmen Sie f(t).

Losung:
a) u(t)o—eU(s), u'(t) o—e sU(s) —u(0) = sU(s) — 1,
u’(t) o—e s2U(s) — s — u'(0) = s*U(s) — s,
. 4 1 L, 1
sin(4t) o—e poTE to—e = e GriE

Die AWA geht iiber in
4 2

2116 s+12°

(s =254+ 1)U +2 — s =

mit der Losung
4 2 -2
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b) Der PBZ-Ansatz
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Aufgabe 2:

a) Untersuchen Sie fiir die folgenden Matrizen A den stationiren Punkt (0,0)” des linearen Systems u’(t) =
A u (t) auf Stabilitét.

. (1 1 .. (-1 0 (0 1
i) A= (_1 1) , ii) A= <_1 _1) , iii) A= (_1 O> .
b) Gegeben sei das lineare System
-3 0 3
u(t)=1-1 — 1 u(t).
3 0 -3

Untersuchen Sie das Stabilitétsverhalten des stationidren Punktes (0,0,0)7 in Abhingigkeit von dem Parameter
vyeER.

Losungsskizze:

a) i) PAO)=(1-XN?>+1=0<=> Moo= 1%1.
Es gibt mindestens einen Eigenwert mit positivem Realteil. Es handelt sich um einen instabilen stationéren
Punkt.

ii) PA)=(-1-X?>=0<=> Aa= —1.

Die Realteile aller Eigenwerte sind negativ. Es liegt ein asymptotisch stabiler stationidren Punkt vor.

iii) PO =X +1=0 < \o= +i.
Es gibt keinen Eigenwert mit positivem Realteil. Die Eigenwerte mit Realteil Null sind einfach. Hier liegt ein
stationédren stabiler Punkt vor.

b) Charakteristisches Polynom :  P(\) = (—y — A)[(3 4+ A)? —9].
FEigenwerte : A1 = —v, A=-3+3=0, A3=-3-3=—6.
¥>0 < A1, A3 <0, A2 =0 einfacher EW: (8) ist ein stabiler stationdrer Punkt.

Y<0 <= A\ >0: (8) ist ein instabiler stationdrer Punkt.
’YIO:> )\1=O,>\2=0,)\3=—6
Figenraum zum doppelten EW Null:

Eigenvektoren:

Der Eigenraum des algebraisch zweifachen Eigenwertes Null hat die Dimension zwei. Die Nulllésung ist stabil.
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