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Blatt 6, Hausaufgaben
Aufgabe 1:

Gegeben sei das Differentialgleichungssystem

i (3 2 20
u'(t) = <—8 3 u (t) + R
a) Bestimmen Sie eine reelle Fundamentalmatrix des zugehorigen homogenen Differentialgleichungssys-

tems.

b) Bestimmen Sie mit Hilfe eines geeigneten Ansatzes eine partikuldre Losung des inhomogenen Systems
und geben Sie die allgemeine Losung der inhomogenen Differentialgleichung an.

Losungsskizze:

a)
—3-A 2\ _ )
det< e _3_A> = (=3 -X)?+16.

Die Eigenwerte der Systemmatrix sind gegeben durch

(-=3-XN)? = ~16<= -3 -\ = £4i = A\ o= —3+4i.

Den Eigenvektor zu A\; = —3 — 44 erhalten wir als Losung des Gleichungssystems
4i 2\ (=21 _ (0
—8 4i z9)  \O)
Jeder Vektor mit zp = —2i2; erfiillt das System. Wir kénnen also zum Beispiel (1,—2i)7 wihlen. Der

konjugiert komplexe Vektor ist ein Eigenvektor zu Ao = —3 + 4i.

Damit erhalten wir das komplexe Fundamentalsystem

W (p) — (=344t (1 2] _ (—3—aiyt [ 1
zU(t)=e (2i)’ zE({t)=e (21)

Eine reelles Fundamentalsystem ist zum Beispiel gegeben durch FM (t) = (Re (z M (¢)),Im (z (1)) .
_ A 1 _q; ( cos(4t) + i - sin(4¢)
() = 3¢ . . _ -3t
Wegen z (1) = e 9(cos(4t) + i - sin(4t)) <21> e <2i cos(4t) — 2sin(4t)
erhélt man
[1] _ -3t COb(4t) 2] _ -3t sm(4t)
ulit) =e (2 sin(4¢) / ’ uli(t) =e 2cos(4t) )

und kann das Fundamentalsystem FM (t) := (ul'l(t), wl?/(t)) wihlen.
Die allgemeine Losung des homogenen Systems lautet dann

up(t)=cu m(t) + czu[z](t).
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b) Zur Losung des inhomogenen Systems
(=3 2 20
u(t)—<_8 _3> u(t)+<20>.

machen wir mit konstanten Zahlen a,b den Ansatz u [P = (Z) und erhalten

0 3 2 a 20
(o)== 2)(5)+ (%)
{3a+2b—20 = —9a+6b=—60

—8a —3b=-20 = —16a — 6b = —40,
Addition der letzten Gleichungen ergibt —25a = —100, also a =4.

Einsetzen von a in eine der Gleichungen ergibt b = —4.

wlPl(t) = 4 ist also eine partikuldre Losung des inhomogenen Systems. Die allgemeine Losung

%)

des inhomogenen Systems lautet

w(t) = upt) + wl?(t) = cul@) + cul? (@) + wPl),

c1,c0 € R
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Aufgabe 2)

Gegeben sei das Differentialgleichungssystem

u'(t)=A u(t)=

O = O

OO =
—
IS
—~
~
=

a) Bestimmen Sie die allgemeine Losung des Systems.
b) Bestimmen Sie die Losung w (t) der zugehorigen Anfangswertaufgabe mit
3
u(0)= | -1
-2

und berechnen Sie fiir diese Losung tlim u (t).
—00

c¢) Konvergiert die Losung des Systems aus Teil a) bei beliebigen Anfangsbedingungen fiir ¢ — co gegen
Null? Bitte begriinden Sie Ihre Antwort.

Losung :

a) Berechnung der Eigenwerte von A :

- 1 2 S\
P(A\) :=det | 1 —X 1 :(—2—/\)-det<1 _A) = (—2=XN)-(\—1).
0 0 —-2-2A
P()\):0:>)\1:—2,)\2:—1,)\3:1.
Berechnung der Eigenvektoren:
)\1 =—-2:
2 1 2 U1 21)1 +Ug+2113 0
1 2 1 | V2 = ’U1+2'02+1)3 = 0
0 0 0 V3 0 0
1. Zeile —2x 2. Zeile: —3v5 = 0.
Einsetzen von v9 = 0 in die 1. oder 2. Zeile: v3 = —wvq .
1 1
Zum Beispiel v := | 0 | und damit w[M(t)=e2 [ 0
-1 -1
)\2 = —1:
1 1 2 v V1 + v + 203 0
1 1 1 o | = V1 + vo + vs =10
0 0 -1 V3 —vV3 0
3. Zeile v3 =0.
Einsetzen von vz = 0 in die 1. oder 2. Zeile: vy = —wvq .
1 1
Zum Beispiel v := [ =1 | und damit w?(t) = e | -1
0 0
A3 =1:
-1 1 2 1 —v1 + v2 + 2v3 0
1 -1 1 v | = V1 — V2 + U3 =10

0 0 -3 V3 —3’03 0
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3. Zeile v3 =0.
Einsetzen von vz = 0 in die 1. oder 2. Zeile: vy = vy .

1
Wir kénnen also zum Beispiel v [ := [ 1| und

wahlen.

Die allgemeine Losung ist: w (t) = ¢; wM(t) + co w@(t) + c3 wPBl(t).

1 1 1 ' 3
w(0)=c1e® | 0 | + e’ | -1] + 3 |1] = |1
-1 0 0 -2
c1+c+c3=3
< —C2 +Cc3 = —1
—c1=-2=c =2
co+cg3=1
Neues System: ¢ —co +c3 = —1
Cc1 = 2

Addition der ersten beiden Zeilen des ergibt: ¢3 = 0 und damit folgt co = 1. Die Losung der Anfangs-
wertaufgabe lautet:

w(t) =2-ull@t) + ulB@t) =272 | 0 | + e | -1

0
lim w(t)= |0
0

t—o0

Nein, die Losung aus a)

u(t) = ¢ -ull(#) + o ul?(t) + c3ulbl(t)

1 1 1
=ce 2 0 et =1 +e3et |1
-1 0 0

konvergiert nicht fiir beliebige Anfangswerte gegen Null. Sie konvergiert genau dann gegen die Nulllo-
sung, wenn die Anfangswerte so beschaffen sind, dass c¢3 verschwindet!
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Aufgabe 3:
Gegeben ist die lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung

7

u”’ (t) + ;u’(t) + )

t—2u(t) = 0.

a) Bestimmen Sie mit Hilfe des Ansatzes: ug(t) = t* eine Lésung der Differentialgleichung .

b) Bestimmen Sie mit Hilfe des Reduktionsansatzes @(t) = uo(t)-w(t) eine weitere Losung der Differentialgleichung
und geben Sie die allgemeine Losung der Differentialgleichung an.

c¢) Berechnen Sie die Losung der Randwertaufgabe

7 9
W)+ (1) + u(t) = 0, 1<t< e3,  u(l)=0,u(e’) = 1.

d) Koénnen Sie auch eine Losung der folgenden Randwertaufgabe berechnen?

7

9
u(8) + /(1) + u(t) = 0, 1<t< e3,  u(l)=0,u(e3) = 1.

t

Losung:
a) Der Ansatz ug(t) = t* liefert fiir t # 0

k(k—1)+7k+9 = K2+ 6k+9 = (k+3)2= 0.

Wir erhalten (bis auf skalare Vielfache) nur eine Losung ug(t) = t=2. Da der Losungsraum die Di-
mension zwei hat, erhalten wir so also kein Fundamentalsystem.

b) Einsetzen des Reduktionsansatzes u(t) = ug(t) - w(t) in die Differentialgleichung ergibt wie in der
Vorlesung

7 9
(ugw)” + ;(uow)' + ﬁ(uow) =0

7 9

= (ugw + 2ugw’ + ugw”) + E(uéw + uow') + t—Q(uow) =0

1 /! 7 !/ " 7 I 9 _
= uow” + (2ugy + guo)w + (ug + 740 + t—2u0)w =0

=0
-3,/ 4, T a3 120 4 1,

=t w + (-6t +Zt Jw' =0 < w —|—sz0

! 1
= y'=-y

Dies ist eine separierbare Differentialgleichung fiir y(t)

dy _ _dt

=7 = W)= ~W() +k =yt ==

t

w(t) = cln(t) +¢ und damit zum Beispiel w(t) = In(t)

Mit diesem w ergibt unser Ansatz a(t) = w(t)uo(t) = “‘tgf) .

Die allgemeine Losung ist

1 In(¢
U’(t) = Cltig + c2 tg)a

c1, co € R.
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c¢) Die Randbedingungen verlangen:
In(t)

U(l) = Cll% + 621111(31) = c = 00— u(t) = o 73
und

In(e3

nfe 1
u(es 11000 ] — ¢y = 3e!

)= c2 N3 T G2
(65)

Damit erhélt man die eindeutige Losung — u(t) = 3e=—~.

d) Aus u(l) =0 folgt wieder ¢; =0 und damit u(t) = czh;@ , also

W(t) = e (%4 —31“;5)) = % (1-3In(t)) .

Unabhiingig vom Wert von ¢, erhilt man somit u/(e3) = 2(1-3-4)) =0.

Die vorgegebene Randbedingung u/(e3) = 1 kann nicht erfiillt werden. Die Randwertaufgabe hat
keine Losung.

Abgabe bis: 12.01.2024



