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Aufgabe 1: Bestimmen Sie fiir die Matrizen

[1]_12 [2]_32 [3]_30 4 _ 0 3
A_<03>7 A_(O?)’ A_03’ A_—?)O’

jeweils ein reelles Fundamentalsystem des Losungsraums von

y'(t) = AM yt),  k=1,23.4

Losung:

a (12
A= (o 3)

Die Eigenwerte der Systemmatrix Ay =1 und Ao = 3 kdnnen auf der Diagonalen abgelesen werden.

Einen Eigenvektor zu A; = 1 erhalten wir als Losung des Gleichungssystems
0 2 . U1 . 0 — (%1 . 1
0 2 V2 - 0 V2 - 0/
Einen Eigenvektor zu Ay = 3 erhalten wir als Losung des Gleichungssystems
-2 2 . w1 o 0 — w1 _ 1
0 0 wa) — \0 we ) \1)°

Damit erhalten wir das Fundamentalsystem {et (é) , e3t (1)}

2] _ 3 2
A= (3 3)

Die Eigenwerte der Systemmatrix Ay =3 und A2 = 3 koénnen auf der Diagonalen abgelesen werden.

Eigenvektoren zu A; 2 = 3 miissen das folgende Gleichungssystem erfiillen:
£ =
Es gibt also nur eine Eigenvektorrichtung v = <(1)) . Wir benotigen einen Hauptvektor
(0 8) () = (0) = == (5)
0 0 wa 0 0.5

Damit erhalten wir das Fundamentalsystem

) - (=) (1))
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s (30
4= (0 3)

Die Eigenwerte der Systemmatrix A\; =3 = A2 = 3 konnen wieder auf der Diagonalen abgelesen werden.

Eigenvektoren zu A; 2 = 3 miissen das folgende Gleichungssystem erfiillen:

0 0\ (v} _ (0O

0 0 va) — \O
Wir konnen also zwei beliebige linear unabhingige Eigenvektorrichtungen wahlen und erhalten zum Beispiel
mit den kanonischen Einheitsvektoren das Fundamentalsystem

() ()}

4 _ (0 3
A= (5 0)

Die Eigenwerte der Systemmatrix erhalten wir aus der Bedingung det( A —AIT)=)2+9=0.
Es gilt Ay = =37 und X\ = 3i.

Den Eigenvektor zu Ay = —3i erhalten wir als Losung des Gleichungssystems

-3 3 z2) \0)~
Jeder Vektor mit z; = izy erfiillt das System. Wir kénnen also zum Beispiel (i,1)7 wihlen. Der konjugiert

komplexe Vektor ist ein Eigenvektor zu Ay = 3i .

Damit erhalten wir das komplexe Fundamentalsystem

2 1) = et (‘f) . 2@ = it G) .

Ein reelles Fundamentalsystem ist zum Beispiel gegeben durch { Re(z (), Im ( 2z H(t)) b

Mit =z (1) = €% (;’) = (cos(3t) + isin(3t)) <_12> = (ZZZ??TSI’?ZTLYE%))

Ergibt sich das Fundamentalsystem
sin(3t) — cos(3t)
cos(3t) )7\ sin(3t) ’
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Aufgabe 2) Gegeben sei das Differentialgleichungssystem

1/0 1 4t
/—7
u—t<2 _1>u+<t) t>0.5

U(t):= (—tz_:—l’ zts)

eine Fundamentalmatrix der zugehorigen homogenen Differentialgleichung gegeben ist.

a) Zeigen Sie, dass durch

b) Bestimmen Sie die allgemeine Losung der inhomogenen Aufgabe.

c¢) Bestimmen Sie die Losung der zugehérigen Anfangswertaufgabe mit den Anfangswerten w (1) = (é) .

Losung:

a) Es gilt
det(U (t)) =t " +2t71 #£0 Vvt >0.5.

o= () w0 = (1)

ein Fundamentalsystem, sofern sie Losungen der homogenen Differentialgleichung sind. Es gilt

wp=(F #)

1/0 1 1/0 1 L 1 /=2
_ — t2 — t2
o )e=i G ) ()1 (F)

w1 ist also eine Losung der homogenen Aufgabe. Fiir o rechnet man analog

Also bilden die Funktionen

upy= (1 1)7

L/0 1 _1/0 1 ty _ 1t
i\ —1)" 73 \2 —1)\¢) "1\t
u o ist also auch eine Losung der homogenen Differentialgleichung , und damit ist U (t) eine Fun-

damentalmatrix des homogenen Systems. [4 Punkte]

b) Zur Bestimmung der allgemeinen Lésung der inhomogenen Aufgabe machen wir den Ansatz w ,(t) :=
U (t)-c(t) (Variation der Konstanten). Dies eingesetzt in die Differentialgleichung liefert die Bedingung

30'12(t)
= | o ! =
290 4 teh(t)

Damit erhalten wir die spezielle Losung

up(t):= U (t)-c(t) = (_tQ_:—? i) (gf> - <1§>

Die allgemeine Losung der inhomogenen Aufgabe lautet also

u (t) :k:1< fQ;: ) + ko G) + 2 (g)
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c¢) Einsetzen der Anfangswerte liefert :

kit+ke+ 8\ _ (1 7
<—2k1+k2+§ o) ===y

Bearbeitung: 08.01-12.01.2024.



