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Blatt 5, Hausaufgaben
Aufgabe 1:

Gegeben ist die folgende Differentialgleichung vierter Ordnung

1"

U () + azu” (t) + azu” (t) + aru’ () + agu(t) = 0 (1)

mit reellen Koeffizienten ag,aq,a2,a3 € R. Untersuchen Sie fiir jede der folgenden Mengen von Funk-
tionen, ob sie (bei geeigneten Koeffizienten ag,a1,a2,a3 € R) eine Basis/ein Fundamentalsystem fiir den
Loésungsraum der Differentialgleichung sein kénnen?

Begriinden Sie Thre Antworten.

My = {uy(t) = €', ua(t) = e, ug(t) = €, ug(t) = *"*}.

)
)
)= 1, ua(t) =t, ug(t) = €, uy(t) = e 2'}.
)

Losung: (1414142 Punkte)

a) Da der Losungsraum die Dimension vier hat, kann M; kein Fundamentalsystem fiir (1) sein.

b) Komplexe Losungen linearer Differentialgleichung mit konstanten reellen Koeffizienten tauchen immer
paarweise konjugiert komplex auf! Daher kann M, kein Fundamentalsystem fiir (1) sein.

c) Mj ist ein Fundamentalsystem fiir (1) mit passenden Koeffizienten.
Nicht von den Studierenden verlangt: Das charakteristische Polynom wére
P(X\) = A?(\? — 4), die Differentialgleichung also u () — 4u (t) = 0.

d) M, kann kein Fundamentalsystem sein. Denn es gilt zum Beispiel:

e?t —e=2it = 2gin(2t) . Der durch die Funktionen aus M, aufgespannte Raum hat nur die Dimension
drei.
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Aufgabe 2)

Gegeben ist die Differentialgleichung
u’(t) + u(t) = b(t)

a) Bestimmen Sie eine reelle Darstellung der allgemeinen Losung der zugehorigen homogenen Differenti-
algleichung.

b) Berechnen Sie die Losung der Differentialgleichung fiir die Inhomogenitéten
i) b(t) = be t, ii) b(t) = 5sin(2t), iii) b(t) = 5sin(3t).

c¢) Bestimmen Sie die Losungen der zugehorigen Anfangswertaufgaben fiir die Anfangswerte

Priifen Sie jeweils, ob die Losungen fiir ¢ > 0 beschréankt sind, und geben Sie wenn moglich jeweils
obere Schranken fur |u(t)|, ¢ > 0 an.

Losung:

a) Charakteristisches Polynom: P()\) = A% + 9 L0 = Mo = £3i.
Basis des Losungsraums: {zl1(t) = ¥ 2Pl(t) = e3) .

_ 2@ + 7
2

Mit u; (t) := Re (z11(t)) = = cos(3t)

2 (1) — 2B (2)

und ug(t) == Im (201(t)) = 5

= sin(3t)
erhélt man eine reelle Basis des Losungsraums und die allgemeine Losung

up(t) = ¢y cos(3t) 4+ cosin(3t) .

b) i) b(t) = be '. Ansatz: wuy(t) = k-e t.

Einsetzen in Differentialgleichung liefert

k-e7 '+ Ok etE 5. et = k= .

1
u(t) = ¢ cos(3t) + cosin(3t) + ie_t'

ii) b(t) = 5sin(2t) . Ansatz: u,(t) = «-cos(2t) + 5 -sin(2t).

Alternativ b(t) = 2:(e*" + e72") . Ansatz: up(t) = c1e + e,

Einsetzen des reellen Ansatzes in die Differentialgleichung liefert

—4o - cos(2t) — 46 - sin(2t) + 9a - cos(2t) + 94 - sin(2t) = 5sin(2t) = a=0,5=1.

u(t) = ¢ cos(3t) + cosin(3t) + sin(2t).
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iii) b(t) = 5sin(3t) = (¥ + %)

Da sin(3t) die homogene Differentialgleichung 16st, machen wir den Ansatz:
up(t) = t(o - cos(3t) + B -sin(3t)) .

Alternativer Ansatz: u,(t) = t(c1e3" + coe™3%).

Dann gilt:

uy,(t) = (a-cos(3t) + B -sin(3t)) + t(—3a - sin(3t) + 33 - cos(3t)) .

uy (t) = (—6a - sin(3t) + 63 - cos(3t)) + t(—9a - cos(3t) — 9 - sin(3t)) .

Einsetzen in Differentialgleichung liefert
u;,’ + 9u,
= — 6a - sin(3t) + 65 - cos(3t) + t(—9a - cos(3t) — 98 - sin(3t)) + 9t(a - cos(3t) + £ - sin(3t))

5
= — 6a - sin(3t) + 65 - cos(3t) = 5sin(3t) = 8 =0, —6a =5, = u,(t) = —gtcos(3t).
. 5
u(t) = 1 cos(3t) + cosin(3t) — 6tcos(3t)

c) i) b(t) = be | u(t) = ¢y cos(3t) + cosin(3t) + Le .
u(0) = 1 + %;O = =—3.

u'(0) = 3¢z cos(0) — %;0 = =3

1 1 1 1
u(t) = ¢y cos(3t) + cosin(3t) + 56_’5 =3 cos(3t) + Esin(?)t) + ie_t.

17
[u@®l < lea] + leo| + 5 = o V=0

ii) b(t) = 5sin(2¢), u(t) = ¢ cos(3t) + cosin(3t) + sin(2t).
u(0) = 01;0 = ¢; =0.

u'(0) = 3ca cos(0) + 2cos(0) = 3¢ + 2 20 = ¢y = -2

2
u(t) = -3 sin(3t) + sin(2t).
)
u@] < lerl +Jeof + 1= 5, VE=0.
iii) h(t) = 5sin(3t), u(t) = ¢y cos(3t) + cosin(3t) — 2t cos(3t).
u(0) = 01;0 = ¢ =0.
u'(0) = 3¢z cos(0) — 2 cos(0) 20 = c3= 2

u(t) = % sin(3t) — %t cos(3t).

Hier erhalt man zum Beispiel fiir ¢, = 2km,k € N

- %(2]@77) cos(6km) = —Sk—ﬁ.

u(2km) = cosin(6km) 3

Und damit lim |u(2k7)| = —oc0.
k— o0

Die Losung ist nicht beschrankt (Resonanzfall).
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Aufgabe 3) Kiir/Etwas anspruchsvoller.

Gesucht ist eine partikuldre Losung u, der inhomogenen Differentialgleichung

Lolu] := Zaku(k)(t) = b(t) = bpe™, am =1,a, € R, 0#by €R, € C.
k=0

a) Zeigen Sie, dass der Ansatz u,(t) = Be®, B € C genau dann zum Erfolg fiihrt, wenn « keine
Nullstelle des charakteristischen Polynoms

Po(A) ==Y apAb.
k=0
ist.

b) Zeigen Sie, dass der Ansatz u,(t) = Bte®*, B € C zum Erfolg fiihrt, wenn « eine einfache Nullstelle
des charakteristischen Polynoms

m
Po[A =) axAF
k=0
ist.
Tipp: Nutzen Sie die Faktorisierung aus Seite 40 der Vorlesung.
c) Sei nun « eine [-fache Nullstelle des charakteristischen Polynoms. [ € N,I > 2. Also

Py(A) = P(V)(A =), Pa) #0

ER}

Zeigen Sie, dass wu,(t) := Btle®*, B € C ein geeigneter Ansatz fiir eine partikulire Lésung der
Differentialgleichung ist.

und

Lo[u] := L

Tipps:

Definieren Sie P; bzw. L; iiber
Po(N) = P;(N)(A — ), Lolu] = £; [(% —a)’ u] . j=01,2,...,L

a ist (I — j)— fache Nullstelle von P; . Insbesondere keine Nullstelle von P .
Zeigen Sie

=)

mittels Induktion und unter Ausnutzung der Faktorisierungsmethode aus Seite 40 der Vorlesung.

£Q[Btl€at] = Bﬁj [tl_jeat]

Losung:

a) Zu erfiillen ist Lo[Be®'] = bpe®" mit vorgegebenem by # 0.
Lo[Be™] = BPy(a)e® = byet

Diese Gleichung ist genau dann (mit B = Pobé)a) ) erfiillbar, wenn Py(a) # 0.

b) Ist «a einfache Nullstelle von Py, so gilt
B(A) = PNA-a),  Pi(a) #0

und

bie e [(L-a)a]. e

d 1
(dt — a) Bte®

erfillt.

Zu erfillen ist

Lo[Bte*] = L, = Li[Be® +aBte™ —aBte®']| = BL,[e*] = B P(a)e™! = boe?.

C . . b
Dies ist fur B = Bria) é)a)
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c) Sei a l-fache Nullstelle von Py. P; und £; sein wie oben definiert.
Behauptung
I -
l at] [4l—7 ot L
;CO[Bte ]—WBEJ[t Te ], ]—172,...7l.

Induktion: j =1

d
Lo[Bt'e™] = £, [(dt - a) Btleat]

|
= L[ Bt 4 tla — tla)e] = &

(-1

Bﬁl[tl_leat}.

Voraussetzung: Fiir ein beliebiges j € N;1 < j <[ —1 gelte:

| .
£0 [Btleo‘t] = (l_l])'B[.:j [tli] €at]

Dann gilt auch

l!
(=)
I

I d i ! .y y o
BT [(dt B ) e ] = Gy BLmnll = DO + et —at=)e]
!

L= (1) jat] I!
= g Pl =

Lo[Bt'e*] = BL; [t e

B£j+1[tl—(j+1)eat]

Die Behauptung gilt also fir j =1,2,...l. Insbesondere auch fir j=1:

I

=1

Da L;[e*] # 0, konnen wir B = % withlen und erhalten mit u,(t) = Bt'e®! eine partikulire
Losung der Differentialgleichung .

Lo[Bt'e™] = BL[t'" e = I'BL[e*).

Abgabe bis: 15.12.2023



