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Aufgabe 1: Ermitteln Sie die allgemeinen Losungen der folgenden linearen Differentialgleichungen

u® — 34 — 2u = e 2.

u® — 34 — 2u = e

u® — 34 — 2u te=2t,

u® — 34 — 2u = Te? —He

Hinweis : Sie konnen fiir die partikuldren Losungen der inhomogenen Aufgaben spezielle Ansétze verwenden.

Losung:

Wir 16sen zunéchst die zugehdrige homogene Differentialgleichung

u® — 34 — 2u = 0

Mit dem charakteristischen Polynom
PA)=X=-3A-2=Q0+1D)N=-2-2)=A+1)2(1—-2)=0.
P()\): 0 <= )\172 = 71, )\3:2

Damit erhalten wir als Basis fiir den Losungsraum: wuy(t) = e~ ua(t) = te b us(t) = ¢

2t

Zu berechnen ist noch jeweils eine partikulédre/spezielle Losung der inhomogenen Differentialgleichungen .

a)

u® — 34 — 2u = e 2

Inhomogenitét : (Polynom nullten Grades) -e#! wobei p keine Nullstelle des charakteristischen Poly-
noms ist. Daher machen wir mit einer Konstanten B € R den Ansatz

up1(t) = Be .
Einsetzen in die Differentialgleichung ergibt die Bedingung
u® — 34 — 2u = e [—8(B) — 3(—2B) —2B] =%
1 2t

= —4B =1 = up,lz—ze_

Allgemeine Losung:

1
u(t) = up1(t) +up(t) = — 1 e 4 (1 + cat)e 4 cze?.

u® — 34 — 2u = &%

Inhomogenitét : (Polynom nullten Grades) -e** wobei u einfache Nullstelle des Charakteristischen
Polynoms ist. Daher machen wir mit einer Konstanten a € R den Ansatz

upo(t) == ate*.
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Einsetzen in die Differentialgleichung ergibt die Bedingung

u® — 34 — 2u = €®*[(8at + 8a + 4a) — 3(2at + a) — 2(at)] = *

t
= 0:t+9% =1 = up72:§ezt.

Allgemeine Losung:

t
u(t) = up2(t) +un(t) = 3 e+ (1 + cat) et 4 ege?t.

c) u® — 3u — 2u = te”?.

Inhomogenitit : (Polynom ersten Grades) -e** wobei u keine Nullstelle des charakteristischen Poly-
noms ist. Nach Seite 43 der Vorlesung lautet der Ansatz

upvg(t) = (Bltl + Boto) e 2,

Um die Schreibweise etwas einfacher zu machen wihlen wir wu, 3(t) := (at + b) e 2.

“p 3( ) :==(at +b)e”
1 3(t) =(a—2at —2b) e,
(t) ( 2a — 2a + 4at + 4b) —2t ( 4a + dat + 4b) —2t
) =(

Einsetzen in die Differentialgleichung ergibt die Bedingung

4a + 8a — 8at — 8b) ™% = (12a — Sat — 8b) e~ 2.

u® — 34 — 2u = e [12a — 8at — 8b — 3(a — 2at — 2b) — 2(at + b)] = te” >

. 10 120 —8b—3a+6b—2b=0 = 9a—4b=0=b= 2a
t —8a+6a—2a=1 :>a:—i
_ t 9\ o
Up3 = ( 1 16)6 .
Allgemeine Losung:
L 9 o —t 2t
“(t):“p,i%(t)“‘uh(t):—z—ﬁe + (1 + cat)e ™ + cze”’.

d) Wegen der Linearitdt des Problems erhélt man eine partikuldre Losung der neuen Aufgabe als eine
Linearkombination der beiden partikuldren wy, () und wu, 2(t) . Die Allgemeine Losung ist also

7 5
u(t) = up1(t) + upa(t) +un(t) = 9 te?t + 1 e 4 (1 + cat)e 4 eze?.
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Aufgabe 2)

a)

b)

Bestimmen Sie eine reelle Darstellung der allgemeinen Losung der Differentialgleichung
u® () 4+ " (t) + 3u'(t) — bu(t) = 0.
Bestimmen Sie die allgemeinen Lésungen der Differentialgleichungen:

i) u®(t) + u”(t) + 3u/(t) — 5u(t) = 10, i) u® () + o (t) + 3u/(t) — 5u(t) = .

Losung:

a)

Charakteristisches Polynom: P(\) = A3+ A2 + 3\ —5 .

A1 =1 ist eine Nullstelle von P . Polynomdivision ergibt
PAN)=MX=1DN+22+5)= A= 1) ((A+1)2+4).

Die Nullstellen von P sind: A\ =1, Ay = —1+4+2i, A3 = —1 — 2i.
Komplexes Fundamentalsystem:

uy(t) = e,
2o(t) = e(T1H2Dt = e=te2it — o=t cos(2t) + ie ¢ sin(2t)
23(t) = e(T1720t = e=te=2it. — =l cos(—2t) +ietsin(—2t) = e~ cos(2t) —ie "t sin(2t).

Mit
u(t) == M — Re (14201 und uy(t) = %223(” — Im (e(-1+200t)

erhalten wir eine reelle Basis des Losungsraums:

ur(t) = €', ua(t) = et cos(2t), us(t) = et -sin(2t) .

Allgemeine Losung: u(t) = ciet +coet - cos(2t) + czet - sin(2t) .

Die allgemeine Losung der homogenen Differentialgleichung ist aus Teil a) bekannt. Fiir partikuldre
Losungen der inhomogenen Gleichungen machen wir spezielle Ansétze.

i) Inhomogenitét: Polynom nullten Grades mal e%*, wobei 0 keine Nullstelle des charakteristischen
Polynoms ist.

Ansatz: u, = Polynom nullten Grades mal ¢*! = B.
Einsetzen in die Differentialgleichung liefert:
—5B = 10 <= u, = B= -2 u(t) = cret +coe b cos(2t) + cze”t - sin(2t) — 2.

ii) Inhomogenitét: Polynom nullten Grades mal e!*, wobei 1 eine Nullstelle des charakteristischen
Polynoms ist.

t

Ansatz: u, =t- Polynom nullten Grades mal e'* = B-t! e’ so dass

u(t)=B-(1+1t)-e, ul(t)=B-2+1t)-¢, ug()=B-(3+1)-¢,

FEinsetzen in die Differentialgleichung liefert
Be' [3+t+ 24t +3+3t—5t] =¢ < 8B=1.
= u,(t) = % ist eine partikuldre Losung. Die allgemeine Losung ist gegeben durch

u(t) = cret +cae”t - cos(2t) + cz3e”t - sin(2t) + % .
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