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Aufgabe 1:

Geben Sie an, welche der folgenden Differentialgleichungen linear sind und welche von zweiter Ordnung sind.
Welche der linearen Aufgaben sind homogen und welche sind inhomogen?

a

) (1) = (' (1) =
) Y(t) —tPy(t) =
) y'(t) = y(t) -
)
)

o

t

o

d) y"(t) = 2y'(t) +y(t) = .

e) ¥'(t)+2y'(t) — y()! =0.

Hinweis: Sie miissen die Differentialgleichungen nicht 16sen!

Losung 1:
Die Differentialgleichungen aus b), c¢) und d) sind linear.
Die Differentialgleichung aus b) ist homogen. Die aus ¢) und d) sind inhomogen.

Die Differentialgleichungen aus d) und e) sind von zweiter Ordnung.
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Aufgabe 2:

Priifen Sie fir die Differentialgleichungen b) und c) ob jede Linearkombination
y(t) == c1g(t) + c24(t), c1, 2 €R

zweier Losungen

J:R >R t—g(t) und g: R — R, t— g(t)

ebenfalls die Differentialgleichung 16st.

Erkldren Sie Thre Ergebnisse.

Losung:

Zunéchst liefert die Linearitdt des Ableitungsoperators %

y' () = (rg(t) + 25(t))" = rff'(t) + 2y’ (¢) -

Wenn ¢ und § Loésungen der Differentialgleichung b) sind, dann gelten die Gleichungen

g'(t) = t*9(t) und g'(t) = 25(t) .
Also

Y(t) = a1 (t) + c2f' (t) = 1 (29(t)) + c2 (£27(1)) = 2 (c19(t) + c20(t)) = t2y(2).

Jede Linearkombinationen von Losungen der Differentialgleichung b) 16st also ebenfalls die Differentialgleichung b).

Wenn ¢ und § Losungen der Differentialgleichung ¢) sind, dann gelten die Gleichungen

7)) = g +et wd G = ) +e .
Also

y'(t) = c1 (BPg) +e7t) + o (29(t) + ) = 2 (1f(t) + c29(t)) + (c1 + c2)e™ = 2y (t) + (c1 + ca)e .

y ist nur fiur c¢; + co =1 eine Losung der Differentialgleichung .

Erkldrung: Beliebige Linearkombinationen homogener linearer Differentialgleichungen sind wieder Lésungen
der Differentialgleichung . Im inhomogenen Fall gilt das im allgemeinen nur fiir spezielle Linearkombinatio-
nen.
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Aufgabe 3:

Prifen Sie fiir die Differentialgleichung a) ob jede Linearkombination y(t) := c19(t)+c2y(t) zweier Losungen
J:R =R t—g(t) und §: R — R, ¢ — g(t)

ebenfalls die Differentialgleichung 16st. Erkléaren Sie Thr Ergebnis.

Losung:

Wenn ¢ und § Losungen der Differentialgleichung a) sind, dann gelten die Gleichungen

@' (1)) = (9t)? und (') = (5(t)*.

FEinsetzen von y in die Differentialgleichung liefert

(W(1)* = (4 (1) = (1 (t) + c25(1))” = (1) (8) + a7/ ()

= ci§(t)” + 20102(1)G (1) + 35(1)* — (19 (1) + 2c1029 (D (1) + 37 (1)?)

=i (§(t)* =9 (1)*) +2c1e2(5(D)F(t) — §' (T (1) + 3 (§(1)* — §'(1)?)

—_— —_————
0 0
Ao\ AT~ !

= 2c1c2- () — §' )7 (¢)) = 0.
Die Differentialgleichung ist erfiillt, wenn ¢; oder ¢y gleich null sind, wir also keine echte Linearkombination,

sondern nur ein Vielfaches einer der bekannten Losungen haben. Achtung: Auch das muss nicht der Fall sein!.
Vielfache von Losungen nichtlinearer Gleichungen miissen keine Lésungen sein!

Gilt dagegen cica # 0, hat man also eine echte Linearkombination von zwei verschiedenen Lisungen, so ist
die Differentialgleichung nicht erfiillt, wenn zum Beispiel

g'(t) = 9() und 7'(t) = —y(t) gelten.

Da die Differentialgleichung nichtlinear ist, kann man auch nicht erwarten, dass Linearkombinationen von
Loésungen wieder Losungen sind.

Nicht von den Studierenden verlangt, aber vielleicht hilfreich fiir die Diskussion:
Tatsichlich sind §(t) = e und §(t) = e~* Losungen, fiir y = § + 4 gilt aber zum Beispiel:
()2~ /()2 = (¢ )2 — (et — e™)2 = (¢ 424 ¢™2) — (e — 24 ) =4 £0.
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