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Aufgabe 1:

Gegeben ist die folgende Differentialgleichung vierter Ordnung

u(4)(t) + a3u
′′′

(t) + a2u
′′
(t) + a1u′(t) + a0u(t) = 0 (1)

mit reellen Koeffizienten a0, a1, a2, a3 ∈ R . Untersuchen Sie für jede der folgenden Mengen von Funk-
tionen, ob sie (bei geeigneten Koeffizienten a0, a1, a2, a3 ∈ R ) eine Basis/ein Fundamentalsystem für den
Lösungsraum der Differentialgleichung sein können?

Begründen Sie Ihre Antworten.

a) M1 :=
{

u1(t) = et, u2(t) = e5t, u3(t) = e9t
}

.

b) M2 :=
{

u1(t) = et, u2(t) = eit, u3(t) = e2t, u4(t) = e2it
}

.

c) M3 :=
{

u1(t) = 1, u2(t) = t, u3(t) = e2t, u4(t) = e−2t
}

.

d) M4 :=
{

u1(t) = et, u2(t) = sin(2t), u3(t) = e−2it, u4(t) = e2it
}

.

Aufgabe 2)

Gegeben ist die Differentialgleichung
u′′(t) + 9u(t) = b(t)

a) Bestimmen Sie eine reelle Darstellung der allgemeinen Lösung der zugehörigen homogenen Differenti-
algleichung.

b) Berechnen Sie die Lösung der Differentialgleichung für die Inhomogenitäten
i) b(t) = 5e−t, ii) b(t) = 5 sin(2t), iii) b(t) = 5 sin(3t).

c) Bestimmen Sie die Lösungen der zugehörigen Anfangswertaufgaben für die Anfangswerte

u(0) = u′(0) = 0 .

Prüfen Sie jeweils, ob die Lösungen für t ≥ 0 beschränkt sind, und geben Sie wenn möglich jeweils
obere Schranken für |u(t)|, t ≥ 0 an.
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Aufgabe 3) Kür/Etwas anspruchsvoller.

Gesucht ist eine partikuläre Lösung up der inhomogenen Differentialgleichung

L0[u] :=
m∑

k=0
aku(k)(t) = b(t) = b0eαt, am = 1, ak ∈ R, 0 ̸= b0 ∈ R, α ∈ C.

a) Zeigen Sie, dass der Ansatz up(t) = Beαt, B ∈ C genau dann zum Erfolg führt, wenn α keine
Nullstelle des charakteristischen Polynoms

P0(λ) :=
m∑

k=0
akλk.

ist.

b) Zeigen Sie, dass der Ansatz up(t) = Bteαt, B ∈ C zum Erfolg führt, wenn α eine einfache Nullstelle
des charakteristischen Polynoms

P0[λ] :=
m∑

k=0
akλk.

ist.
Tipp: Nutzen Sie die Faktorisierung aus Seite 40 der Vorlesung.

c) Sei nun α eine l -fache Nullstelle des charakteristischen Polynoms. l ∈ N, l ≥ 2 . Also

P0(λ) = Pl(λ)(λ − α)l, Pl(α) ̸= 0

und

L0[u] := Ll

[(
d

dt
− α

)l

u

]
.

Zeigen Sie, dass up(t) := Btleαt, B ∈ C ein geeigneter Ansatz für eine partikuläre Lösung der
Differentialgleichung ist.

Tipps:
Definieren Sie Pj bzw. Lj über

P0(λ) = Pj(λ)(λ − α)j , L0[u] = Lj

[(
d
dt − α

)j
u

]
, j = 0, 1, 2, . . . , l.

α ist (l − j)− fache Nullstelle von Pj . Insbesondere keine Nullstelle von Pl .
Zeigen Sie

L0[Btleαt] = l!
(l − j)!BLj [tl−jeαt]

mittels Induktion und unter Ausnutzung der Faktorisierungsmethode aus Seite 40 der Vorlesung.
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