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Laplace-Transformation,
Stabilitat

Die ins Netz gestellten Kopien der Dateien sollen nur die Mitarbeit erleichtern. Ohne die
in der Veranstaltung/im Video gegebenen zusitzlichen Erlduterungen sind diese Unterlagen
unvollstandig (z. Bsp. fehlen oft wesentliche Voraussetzungen). Tipp— oder Schreibfehler, die
rechtzeitig auffallen, werden nur miindlich wahrend der Veranstaltung angesagt. Eine Korrektur
im Netz erfolgt NICHT! Eine Veroffentlichung dieser Unterlagen an anderer Stelle ist untersagt!
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Laplace-Transformation

Ziel: Fiihre die Losung von Anfangswertaufgaben auf die Losung alge-
braischer Gleichungen zuriick.

Originalfunktionen: f : R — R oder C heiBt Originalfunktion, wenn

f und die Ableitungen von f bis auf Sprungstellen stetig sind, wobei in jedem
endlichen Intervall hochstens endlich viele Sprungstellen auftauchen,

f(&)] < Me, vVt > 0, wobei M € R fest und v > 0 Wachstumskoeffizient

ft)=0 Vt<O.



Vorgehen:

Problem im Originalraum

Losung im Originalraum
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Anwendung auf Differentialgleichungen:

AWA= DGL + AW'e o—e algebr. Gleichung

4 losen
AWA
y = Losung der DGL  o—e Y
Gesucht Losung y. Wir nehmen an, dass y eine Originalfunktion ist und nennen
die Laplacetransformierte Y. Es gilt also y o—e Y. Dann ist b L
(1) ome [0 at [y 23] - [
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Beim gewohnlichen Integrieren ist man darauf angewiesen moglichst
viele elementare Integrale zu kennen bzw. nachschlagen zu konnen.
Bei der Laplace Transformation muss man viele Korrespondenzen ken-
nen bzw. gute Tabellen haben. Die Tabellen beziehen sich immer auf
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Einige wichtige Rechenregeln: Es gelten f o—o@g o—e (¢

X I) af + Bg o—e oaF + G Linearitat
1 S
II) f((){t) c—e —F <—) Streckung im O—Raum
(8% (8%
a >0
III) ha(t>f(t — CL) c—e 6_3@ Verschiebung im O—-Raum
a>0 —
IV) eatf(t) co—e F(S — CL) Verschiebung im
/) a e C Bildraum/ Mult. mit
exp-Fkt im O—-Raum
V) £ (t) o—e s"F(s) —s" 1 f(0)— Ableitungen im O-Raum
S () R A () vyl. Scite 4
VI) (—t)nf(t) c—e F(n)(S) Ableitungen im Bildraum
n €N Mult. mit (—t)nim O-Raum
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Beispiel 1:

v

Oben gesehen: F'(s) = le—ohy(t)-1 =1 V¢ > 0 = (5) e—o L (B:h.(Y)
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Allgemein:
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Beispiel 2: (Alte Klausur, Str./Ki)

Losen Sie die AWA

Jy” —1y' — 6y = e_th, y(0) = 0.4'(0) =1,

mit Hilfe der Laplace Transformation.

Es sei Y (s) die Bildfunktion der noch unbekannten Lésung y(t). W o=/

Schritt 1) Laplace-Transformation der einzelnen Terme der AWA :

y' o—esY —y(0) = sY —0

y" o—es(sY —0) —y'(0) =s’Y — 1

e 2o o B (Tatelle s s)
(3 + 2) Vi / uzé
Transformation der AWA ergibt also //7 -4 7/ _6 7/ = €
1 I i T ]
(s’y — 1-16Y) ~ 6y) = . ¢ /
/ ST & ) _2 s+ 2 sY.0 Y Tz




Schritt 2) Losung der algebraischen Gleichung :

1 3
SY —1—sY —6Y = = (-s-6)y=1+ 57
= = - s+ 2 > —_— s+ 2 (S+2)
L >
|-—2
1 s+ 3 s+ 3 s*_s-6
1Y (s) = — - =
s?2—s—6 (s+2) (s2—s5s—6)(s+2)
- JV—_Q

Schritt 3) Riicktransformation: Wegen der zu knappen Zeit verzichten wir hier auf die begriffe Ubertragungsfunkti-

on/Greensche Funktion, sowie auf die Verwendung von Faltungsintegralen.

Aus Beispiel 1: L al”
us Beispiel 1: (5 — a)r il e—oc¢ =
also machen wir eine PBZ: st s_Cc (s 3)(s-¢-2)
e (5-3)(54'&)(51‘2)
Zunichst Nennernullstellen: s> — s —6 =0 = s = —2 oder s = 3
/
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Potenz s
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Beispiel 3/Hinweis zur Hausaufgabe 1a:

Fiir w # 0. Riicktransformation von

as + _a(s=a)+ (aa+ B)

s —a)?+ w? s —a)?+ w?
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Stabilitat, linearer Fall
Physikalisch : Stationarer Punkt / Ruhelage :

Punkt in dem sich nichts verandert!

. {n
Mathematisches Modell : ¢y’ = 0. / a,{ 5 ch(n ~ <
(t)=ce y &)=< =3 e C= 4%
Beispiel : a € B\ {0}, ¥/ = ay, y(ta) = yo —> y(t) = poe""0. ()
Ruhelage : (y*)'(t) = 0 also ay*(t) = ayoeX710) = 0 /

:,:..'O ___‘755466/)_20 ‘-53‘*.—;0

- —

—> yo = 0 und damit y*(t) = 0, Vt.

Frage : Ist die Ruhelage stabil? Was passiert, wenn man die Anfangsdaten ein wenig stort?
Also hier statt yp = 0 etwa -

¢90=e>0vorgibt. @ §(4) - . ﬂm('&' -"::)

Losung des gestérten Problems :  y(t) = ee®!%0)

I—

des urspriinglichen Problems : y*(¢) = 0.

Fira > 0
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/O 4"’“* /7M "/
: o _ a(t—tg) _ i o —atg at _
Am®) —v 0) = i vee 7= lim voe e =

Die Losung des gestorten Problems entfernt sich immer weiter von der Ruhelage. Die Ruhelage
ist instabil

=0
Fira =0, y' = ay, y(to) = yo = |y(t) = %o. 2°
Abstand der Losungen kontrollierbar — Ruhelage (gleichmaBig) stabil

.

Fiir a < O nadhert sich die Lésung des gestérten Problems fiir groBe ¢ wieder der R{uhelage.

Genauer -0 2xpP
. ok — T a(t—to) . — 1 —atO (Fz_?.f-: ‘,1/
lim (y(t) —y (¢)) = lim yoe 0 = lim ype "™ = O

—> Ruhelage asymptotisch stabil /attraktiv.
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Lineare Systeme mit Konstanten Koeffizienten:
y'(t) = Ay(t) AeR"™"

Losungen sind Linearkombinationen von Basislosungen der Form

eMo @- . A Eigenwert von A

A £ oo
v, w, ... : Eigenvektor/Hauptvektor (t—unabhangig) y(t)= C4€A;( R, cne& ¢
* _ T - . . - . /
y“(t) = (0,0,---,0)" ist eine stationdre Losung /
_ e,’\“ L,
zur Anfangsbedingung (0.E.d.A: t; = 0): y(0) = (0,0, ,0)" ‘

Annahme : 3 Eigenwert A\, = a + b mi;éL = Re(Ax) > 0, S v*l = Eigenvektor

=

und neue Anfangsbedingung: y(0) = e v!¥! | & | \ein
Dann ist die Losung y(t) = € - e et vl*l und Ci = ¢ CJ‘ =0 sSo oy
ly@®) —y* @Dl = le- e - oM = |le- ee M| = yco)= 2 "’
! £) Lﬁg — v’
zv ok ,'lu:{ ) <l ﬂ
lel . le ]-“’ v
- g ‘—'"'_‘Y"-_"-—/"
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Geringste Stérungen der Ruhelage y = 0 konnen dazu fiihren, dass die Losung sich fiir groBe
t beliebig weit von der Ruhelage entfernt. Die Ruhelage ist instabil.

Fiir Eigenwerte \,,, = a + b mFi‘E_g__:rRe(Am)_g_O gilt dagegen

L7222 50
//_7
| * gm) [ t>o00
”Cme)\mt,v[m]” — Hcmeatezbt,v[m]” — 1¢M| e/qé {(/{L L l “d “ 0

feo! fest

Wenn Hauptvektoren benotigt werden gilt immer noch z.B.:

|cme™ (to™ 4+ w™)|| = ||cne® e (tol™ + wl™) || — 0
ko0 a
(exp wachst schneller als jede Potenz) Tot g<o©

=4

Die zugehorigen Losungsanteile gehen also fiir t — oo gegen die Nulllésung.

Hat A nur EWe mit Re(A\) < 0 = so ist die Nulllésung asymptotisch stabil
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Gibt es EW'e mit negativem Realteil und EWe mit Realteil Null, so sind auch letztere harmlos,
solange die zugehorigen Losungsanteile keine Hauptvektoren enthalten:

beR, \y=ib = |cpe’?ol?|| = ||c,e® || = ||c,0!|| beschrinkt,
1 ’“'E
r. .e - - C ‘ . ]V E(‘ [; - l L
Ruhelage gleietsmiig stabil ey ]4 : L

Ist aber algebraische Vielfachheit (A,) > geometrische Vielfachheit(),), so gibt es Lésungs-
komponenten der Form

”Cpe)\pt(t,v[p] + ,w[p])” — ||Cp(tv[p] + w[p])” 5 00 (t N OO)
Die Nulllésung ist instabil! J/OU
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Zusammenfassung:

Gegeben DGL-System ¢y’ = Ay, A konstant.

a) Realteile aller Eigenwerte von A negativ

=—> Nullldsung siiilsmiplotaianilimmmes asymptotisch) stabil.

b) Realteil von mindestens einem EW positiv

—> Nulllésung instabil.

c) Realteile aller EWe negativ oder Null und fiir die EWe mit Realteil Null g(A) = a(A) (d.h.
keine Hauptvektoren in der Losungsdarstellung notig) = Nulllosung sheislsileg stabil.
Andernfalls instabil.
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Beispiel 1: a) Untersuchen Sie die Ruhelage y = 0 auf Stabilitat.

—2 0 0 0
3 a 1 0
5 B8 B8 -1
EWe 5 S S N—
3 o | 0

det(A — AI) = det ng

0<“-'/>~ A e
(__2__&\.‘{" D DL,A\ O>

- A
::(-'Z--—b) (04—}*) cJt_-l' (; OA>

(=2 <A) (o= >) (H=2) (mA-B)
Mas - 4

—_—

I&z_:_z
/&3: &L(:O(
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A> O > jns-}'qu'L

o < O > O\S_Sm-/'O'H..S(é s-#oéf'L
% = > Re(t3)= Re (hy)=0
=0
&f -3 o @ ° o Vs 9
— o B
<AJ beI) vz e N Q o V3 o
N Vy J
2eile T und JL:  —2V4=_Hug=0 —> VS
V=0
Zu‘/c /A Rya 4 V=9
R L
5 O
Vt% = (2) ) O'h%l;bc_. E V- Rl'CL\J\'W“[\S
B

_ M3)= 2
5(. ,%3) - Q T&Q)( z) % Nu\.“ 1330\\!\5 '\hsx‘a\g\.&
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Zusatz zur Aufgabe: Fiir o = 0 erhilt man die Eigenwert/Eigenvektor Paare

0 2
0 —5
)\1 j —1, ’U[l] = 0 , )\2 :_:3’ ,U[Z] — 4
1 B — 10
0 0
3 ! - 0 3
A3 =0, v = ol sowie den Hauptvektor w = R A3, U
€33
B (A_. Q f) W =V 0
Und damit die Allgemeine Losung ’,FM} o0
Q
4 /0 .70 2 Fot /g g“’]’ OA
(t) = /—t 0 n {Qt —9 4 ol 1 4 el t +0
Y = C1€ 0 Co€ 4 3€e 0 1€ 0 4 .
1 B —10 B t8 + 0
441-’ f*l'D & Asé E’Bj
1¢ 4¢3 c}& V[’Q) + < .

S o0

21



Beispiel 2: Untersuchen Sie die Ruhelage des folgenden Systems auf Stabilitat

goo[ Amety

500

400

300

2001

1001

-1001

-200

-300

-300

M 2 =223
/l
deo(A)>O

L—_:,Q_LQI‘WIL'L A @

f:i)«—e.\-\\"\-“’(’.ﬁ

(mm e~ arsRee

S":’TS#‘ J\::"r
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Stabilitat: nichtlineare, autonome Gleichung

y () S fly®)) y:R—>R"
Jf(y) = akobimatrix von f
wird (moglichst) auf den linearen Fall zuriickgefiihrt!
Stationire/Gleichgewichtspunkte : (y*) = f(y*) =0

cJ\_SJM [/;{-0 sz'_*, Cﬁ
vy~ eaiie: stabil <— Realteile aller EWe von J f(y") negativ.

instabil <— J f(y") hat mindestens einen EW mit positivem Realteil.

keine Aussage mit Hilfe der Linearisierung:

Re (Ax) < 0, Vk und 3l mit Re (A;) = 0 — andere Methoden
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Beispiel 3: Die Differentialgleic s gedampften mathematischen Pendels:

P — W’ sin(®) — 2¢ P w>c> 0.
DGL 2-ter / n-ter Ordnung: Erst auf System umschreiben 3 (‘Q).—. (t
3. (%)
geht mit y; = ® und y» = D iiber in das System: CF, (Q\
1= = %, '(@(w’:))

o=d = - Wish(¢)-2¢¢ = Wish(y,)-2Cy,

AN Y2 / _.( iy, y2) ) _.
- ( Y2 ) B ( —w? sin(y1) — 2 cyo ) — ( Folyr,ya) ) L(y1,y2).
/‘ —___* —_—

Stationare Punkte: y =0 —&T;—a\&

———

\/ B
o =
\3A=L<.1-c"

= O rr
[:a <O> PA:(O) 24



Zur Stabilitatsuntersuchung berechne Eigenwerte der Jakobi-Matrix J f der rechten Seite f in
den Gleichgewichtspunkten

(fa)y,
Jf(y1,y2) = (chl 354

Im Punkt (0,0)% gilt —

J£(0,0) = ( 2002_4 _2i> | (-4) (- b _ze) GWT =0
Ny 2hkegrt = 0

Damit lauten die Eigenwerte

Al,gz—cj:\/gfgﬁ mtw > c> 0.

S S
- —— ,'man'o o - ﬂu(&;{) = ﬁb (&Zj

Da Re(\12) < 0, ist der Punkt (0, 0)" asymptotisch stabil.

T e 1
Im Punl'<t (m,0)" gilt Jf(m,0) = <-w2(.f) 5y ) :

P(/&) = &Z-FZ&C“’ML

— 25
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Zur Hausaufgabe 2b:

uw'(t) — W' (t) — 2u(t) = e* -sin(t),  w(0) = u(0) = 0.
i) Bestimmen Sie die allgemeine Losung der zugehdrigen homogenen Differentialgleichung mit
Hilfe des charakteristischen Polynoms.

ii) Schreiben Sie die Differentialgleichung in ein System erster Ordnung um und geben Sie eine
Fundamentalmatrix fiir dieses System an.

iii) Bestimmen Sie die allgemeine Ldsung der inhomogenen Differentialgleichung. Verwenden
Sie die Methode der Variation der Konstanten fiir das zugehorige System.

iv) Passen Sie die Koeffizienten an die Anfangsbedingungen an.

Fiir unser Beispiel von oben:

y'(t) —y'(t) = 6y(t) =™, y(0)=0,9'(0) =1, e st
L) \Z_N-b =0 5 My=-2 M.,=23 —
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