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Lineare Differentialgleichungssysteme

Gesucht : Funktion u: D — R™, D C R mit

a(t) = A(t)u(t) + b(t)

genauer: Bei bekannten A und b wird gesucht u mit

1:1,1(t) all(t) &12(t) ce aln(t) ul(t)
’U,(t) _ UQE(t) _ a215(t) @225(1;) . . CL277; (t) . ’LLQE(t) 4
U (1) an1(t) ap2(t) ... Gnpp(t) Unp (1)

Zugehoriges homogenes System




so ist auch jede Linearkombination von u!!! und w!? Lésung der hom. Dgl.

d
- (aum + M?l) = ot + gul? = a A@) uV + BA®G) uP

= A1) (oul) + A@) (Ful) = A@) (oul!) + pu?)

e Die Menge der Losungen bildet einen linearen Raum.

e Der Losungsraum hat die Dimension = n, denn
u(t) = A(t)u(t) mitu(ty) =€;,5=1,---,n ist eindeutig |6sbar.
Die so erhaltenen n Losungen sind linear unabhangig.
Jede Anfangswertaufgabe lasst sich mit Linearkombination dieser Losungen

erfullen.

e Die Allgemeine Lésung des homogenen Systems lautet also



up(t) = Z e - ulfl(t) = (wlt o i) 2| = U(t)-c
k=1

Wobei die u!®!’s n linear unabhingige Lésungen der homogenen Dgl sind.

Die Funktionen ul!, w2 ... w!” heiBen Fundamentalsystem

Und U () heiBt Fundamentalmatrix

Priifung der linearen Unabhangigkeit:
Die Matrix U (t) ist fiir jedes t regular
<
die Wronski Determinante
det(U(t)) # 0

fir irgendein ¢t aus dem Definitionsintervall von wu.



Beispiel A) Gegeben ist das Differentialgleichungssystem

a(t) = (tgz %) w(t) + (g) > 0.5

_1 3
Behauptung: U(t) = (ul(t), ull(t)) := ( ! 31;2)
t2

ist eine Fundamentalmatrix des zugehorigen homogenen Systems

up(t) = A(t)un(t).

Beweis: 1) Priife ob u!t, u? iiberhaupt Lésungen sind

all = A(tyul) = (2 }) | (I/lt/;)

ull ist also eine Lésgung des homogenen Systems.



s\ T
Fir ul?l = (t ) rechnet man analog

3t? 2] 7 2] _ 0 1 t3 B 3t?
(61&)_“ =ADuT =13 1) {32) = |6

ul?) ist also auch eine Lsung des homogenen Systems.

_ 143
2) Priife lineare Unabhéangigkeit: Rechne fiir U(t) = (f ! )

_ 1 t%
det(U(ty)) = det [ 1 5
3¢2

G
Es geniigt die Determinante fiir irgendein zulassiges ty. Zum Beispiel

det(U(1)) = det (‘11 ;)) — 3140

— U(t) ist eine Fundamentalmatrix des homogenen Systems.



Allgemeine Lésung des homogenen Systems

up(t) =ci-ull(t) +eo-ull(t) = U®R) - ¢

Losung des inhomogenen Systems | u(t) = A(t) u(t) + b(t)

Wie im skalaren Fall

C1

= Z cr - ulfl(t) + up(t) = (ull bl gy 6:2 + up,(t)
k=1 '
Cn

d.h. : Allgemeine Losung des inhomogenen Systems = allgemeine Losung des
homogenen Systems + eine partikuldre Losung des inhomogenen Systems



Variation der Konstanten
Wie im skalaren Fall mache bei bekanntem

up(t)=U(t) - c d.h. U(t) = AR)U(t)

Den Ansatz u,(t) :=U(t) - c(t) ap(t) = U(H)e(t) + UR)e(t) = AU (£)e(t) + b(t)

Einsetzen in DGL liefert Ul(t)-c(t) = b(t)

Fortsetzung Beispiel A:

u'(t) = (

_1 3
Oben hatten wir das Fundamentalsystem U (t) = (f Sttz)
/

Tlw O
S e
N
S
=
+
N\
Lo ~
N~
N~
V
(-]
|

Variation der Konstanten liefert den Ansatz: u,(t) := U(t) - c(t).



Dies eingesetzt in die DGL liefert die Bedingung

él (t) ! t
U) (@(t)) = (3)
1 t3 Cl(t) c1(t) ‘|‘t3
<~ t — t
() () - (s
=38 4 3t3¢y = 3t A
<~ , — —c1 =0
L+ 3%, =3t

Damit folgt: ¢1(t) = 0 und 3t3¢y = 3t = ¢3(t) =

Also zum Beispiel: ¢1(t) = co(t) = und damit

up(t) :==U(t) - c(t) = (12% 315;) (228)



Die allgemeine Lésung des inhomogenen Systems lautet also

_ 1 +3 12
u(t) =up+u, = C1< t%t ) + C2 (3752) — (375)

c1 und co werden liber Anfangs-/Randwerte bestimmt.

Losung der zugehorigen Anfangswertaufgabe zum Beispiel mit den An-
fangswerten u(1) = (;)

u(l) = ¢ ( _%j ) G (3 1312> B (31.21) - (3)

Lineares Gleichungssystem:

—Cl—|—62:3
—|—Cl—|—362:5
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Lineare DGL-Systeme mit Konstanten Koeffizienten

u'(t) = A-u(t) + b(t) A € R™ ™ konstant

Losung des homogenen Systems: u(t) = A - ul(t).

Ist \x ein Eigenwert von A und v!*! ein zugehériger Eigenvektor, so l6st

das zugehorige homogene System.

Fall 1: es gibt n linear unabhangige Eigenvektoren
vl w2 o plnl

—  eMiplll eratyl2l Lo eAntylnl

bilden Fundamentalsystem, wobei nicht notwendig \; # A,
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Fall 2: A nicht diagonalisierbar

Es gibt keine n linear unabhangige Eigenvektoren

ANk : a(Ak) > g(Ak) also algebraische Vielfachheit > geometrische Vielfachheit
Allgemeiner Fall: Siehe Vorlesung. Hier nur der Fall:

N a(A)=2>1=g(N

Bestimme Eigenvektor und Hauptvektor Stufe 1 zu A

v :  Eigenvektor zum EW A :
(A—X)v=0
w :  Hauptvektor Stufe 1 zum EW/EV A, v

(A— XHw="v
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ultl(t) = e wie gehabt

uld(t) =Mt v + w]
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Beispiel B):

2 0 0 e*t
w(t) = [ =1 2 0] u(t) + | 2e*
0 0 3 0

Schritt 1: Eigenwerte berechnen

Eigenwerte konnen auf der Diagonalen abgelesen werden:

Schritt 2: Eigenvektoren und (falls n6tig) Hauptvektoren

Zum Eigenwert 2 errechnet man

14



2 —2 0 0 0 O O v 0)
—1 2 —2 0 -V = —1 0 O vy | = 0
0 0 3 — 2 0 0O 1 VU3 0

Es gibt (bis auf skalare Vielfache) nur den Eigenvektor (EV)
v =(0,1,0)7.

Einen zugehorigen Hauptvektor errechnet man iiber

0 0 O 0
(A=2NHw=|-1 0 0] - w= 11
0 01 0

w = (—1,0,0)7.

Losungen zu A1 = 2 sind
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ulll(t) =ePv=¢e? | 1 | und ul?(t) = 2 (tv+w) =2 | ¢

Zum EW A3 = 3 erhalt man fiir einen Eigenvektor v

p

2 —3 0 0 01 0 —01 =0
—1 2—3 0 Vo = 0 <:><—’IA)1—’02:O
0 0 33 D3 0 0=0
\

16



Die allgemeine Losung des homogenen Systems ist also

0 —1 0
up(t) =cre® | 1| + coe® | t + e3e’t | 0
0 0 1

2 0 0 et
w(t) = | -1 2 0] u(t) + | 2e*
0 0 3 0

kann man uber Variation der Konstanten berechnen oder ulber
einen speziellen Ansatz (siehe Seite 20)

17



Uber Variation der Konstanten: Zu |3sen ist

U(t) - &(t) = b(t)

0 —€2t 0 Cl(t) 64t
e?t te 0 éa(t) | = | 2e*
0 0 e ¢3(t) 0
ég(t):—€2t
— < é(t) = (2+1)
é3(t) = 0
o2t

c1(t) = /(2 +t)e*tdt = (241t)

/

2

6275

1. —
2

€

Qt(

t+3
4

)+ K
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Wir konnen also

CZ(t) _677
—1
+ co(t) et | ¢
0
O 2t
1| — & e
0

Cg(t) =0
+ c3(t) et
—1
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und damit w(t) = wp(t) + wp(t)

0 —1
u(t) =cre? [ 1| + cpe?’ | ¢
0

+ c3¢€

3t

+ et

O N
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Spezieller Ansatz fiir eine LGsung von:

Q
)= A-u)+ e | 5], uplt) = e
Y
Hier
2 0 0 et
w(t) = [ -1 2 0] u(t) + | 2e*
O 0 3 0

Also Ansatz
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Einsetzen in das System ergibt

a 2 0 0 a
4e* bl =1-1 2 0 et | b
C 0O 0 3 C

Lineares Gleichungssystem fiir a, b, c

1
da = 2a + 1 <:>a:§

1
4b = —a + 2b + 2 <— 2b=2—§ — b=

4ec = 3¢ <— ¢ = 0.

i 6475

3
1

2
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Also u,(t) = e*

O N

Die allgemeine Losung ist: w(t) = up(t) + wp(?).



Beispiel C: Ein homogenes System

(2 1 0 0)
O E S R
\ 0 —2 0 4

= (2—>\)(3—>\)det< 1__’; 4_1 )
= 2-M)B=M)[A =1 -X)+2].

(1-=XNE—-XN+2=X-51+6=0 = (A-3)(A—2)=0
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Es gilt also

Eigenvektoren v zum Eigenwert 2:

[2-2

0 1-—
0

Lo -
[0 1

0 —1
0 0
\0 —2

Also v =

1 0
2 0
0 3—-2

2 ()4—2)

0
1
0

o = O O

2 )

(1)\

0

( Zl\

oy




Zur doppelten Nullstelle 2 des Charakteristischen Polynoms gibt
es nur eine Eigenvektorrichtung:

a(2) =2 > 1= g(2)

Es wird ein Hauptvektor benotigt

(010 0 (m) ()
e B e I
o2 0 2) \w) )
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Zu A = 2 haben wir Zum Beispiel

(1) (0)
0

Eigenvektor v = , zugehoriger Hauptvektor w =

0
\0/ \1/

Fundamentallosungen

(1)

ultl(t) = e¥v = 2. uld(t) = 2 (tv+w) = e

\0/

(1)

\1/
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Eigenvektoren zum Eigenwert 3

(2-3 1 0  0)
01-3 0 1
0 03-3 0

\ 0 -2 0 4-3 )

—01 + U9 =0 < 171 = U9
—209 + 04 =0 < U4 = 209
0=20

—209 + 04 =0 < U4 = 209
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ot =(1,1,0,27 % =(0,0,1,0)7

wahlen. Damit erhalt man die Fundamentallosungen

q\ (0

us(t) = et pltl = 3t

Y o,

Die allgemeine Losung lautet

/é\ (1) (1) (0

u(t) = c; et + coe”’ - + c3e”” - + cqe”"

X .
\0/ \!/ \2/ \0/
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Beispiel D) Komplexe Eigenwerte

u = -3 2 u
-\ -2 -3 .

Gesucht: reelles Fundamentalsystem

Schritt 1: Eigenwerte Berechnen

det<_3_)\ 2>:(—3—>\)2+4.

—2 =3-A
Die Eigenwerte der Systemmatrix sind gegeben durch

(—3—)\)2—|—4: 0 <— )\1,2 = —3x2.
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Schritt 2: Eigenvektoren und (falls nétig) Hauptvektoren
Zum Eigenwert \{ = —3 + 2¢ errechnet man den Eigenvektor

—34+3-2 2 (22N,
—2 —3+3 -2 o\ =2 =2 B
< (—2@'1}1 + 2v9 = O) /N\ (—2?]1 — 2109 = O)

Beide Gleichungen sind aquivalent mit vy = v;.

(4

Eigenvektor z.B.: vV = <1>

Zugehorige Fundamentalldsung zlH(t) = e(=3+20¢ C)
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Der EV zu Ay = —3 —2i{ = \{ ist ©

Allgemeine Losung in C : ki zH(t) 4+ koz[2(2), ki,ke € C
Bestimmung einer reellen Darstellung der Losung

Jede Linearkombi. von z!, z[2 ist Lésung. Also auch

Re (z[l]) — %(z[l] + 2[2]) und Im (z[l]) — %(z[l] — 2[2])_
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(4

<) = o (1)

_ 3t ( cos(2t) + i sin(2t) >

—sin(2t) + i cos(2t)

Reelle Losungen

iy = (B = (3000

Die allgemeine Losung des homogenen Systems lautet

un(t) = crull(t) + cpul?(t).

)
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Zusammenfassung:

e Wir konnen im Prinzip jedes inhomogene Lineare System erster
Ordnung mit konstanten Koeffizienten [Gsen.

e Da Dgl n—ter Ordnung <= System erster Ordnung, kdnnen wir
jede lineare Dgl n—ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten
|osen.

e Bei variablen Koeffizienten konnen wir mit Hilfe eines Funda-
mentalsystems fiir die homogene Dgl auch eine Losung fiir die
inhomogene Dgl (V.d.K.) bestimmen.

e Problem: Kein allgemeines Rezept fiir ein Fundamentalsystem
der homogenen Dgl bei variablen Koeffizienten.
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Reduktion der Ordnung/Dimension

Wenn man eine Losung des homogenen Systems kennt, kann man
die Ordnung bzw. die Dimension um eins reduzieren.

Hier nur Differentialgleichung zweiter Ordnung:

u'(t) + a1 (t)u'(t) + ao(t)u(t) = b(t)

Bekannt sei Losung ug(t) von u”(t) + a1(t)u'(t) + ao(t)u(t) = 0
Ansatz fiir weitere Losung: 4(t) := w(t)ug(t)

ergibt eingesetzt in Differentialgleichung

0+ (204 () i = 20

Ugo (t)

~

VS
™~

N

Differentialgleichung erster Ordnung fiir y(t) = w

35



Beispiel:

VA
~
VA
Q)

(\V)

w’(t) + 2u'(t) + zu(t) = 0, el
Geratener Ansatz: ug(t) = t*
Einsetzten in die homogene Differentialgleichung
w’(t) +2u'(t) + su(t) = 0
Liefert

k(k — 1)tF=2 4 2kt 1 + Stk =

e (k(k—1)+bk+DtF 2 =0= k= -2 = ug(t) =t 2
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Fiir den Ansatz 4(t) = w(t)t~? gilt mit

a1(t) = 2 und uj(t) = —2t7?

2ug(t)
1 / 0 4 / N —0
w" (t) + (uo(t) + aq( )>w()
1
< w//(t) -+ _w/(t) — O) mit y(t) — wl(t)
y(t) = —ty(t) = P=—jy— -4
In(ly|) = —In(t) + ¢ = |y| = e~ In(t)+¢ — o—1In(t) | ¢

y(t) =w'(t) == w(t) =cln(t) +¢

Wahle zum Beispiel w(t) = In(t) also 4(t) = In(t)t~2 und

u(t) = crug(t) + cti(t) = c1t ™ + co In(t)t 2
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c1, co Uber Randwerte.

Beispiel: Randwerte u(e!) = 0, u(e?) = 1.

u(t) = cit™% 4+ cg = 1t ™% + coIn(t)t 2
u(el) = ci(el)™? + caln(el)(et) 2

u(e?) = c1(e?) 7% + caIn(e?)(e?) 2
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Dagegen zum Beispiel bei gleicher Dgl fiir 1 <t < e?

Mit Randbedingungen

u(t) = c1t™2 + coIn(t)t =2 (wie gehabt)
w(l) =c1(1) 2+ coIn(1)(1) 2 =0 =
— u(t) = coIn(t)t ™2

w'(t) = e [t77 + In(t) (=2)t 7]

)% +In (e (-2 (es)‘?’] L

D=

W (e2) = cs [(e
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