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Lineare Differentialgleichungen n-ter Ordnung
mit konstanten Koeffizienten

Die ins Netz gestellten Kopien der Dateien sollen nur die Mitarbeit erleichtern. Ohne die
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Homogene lineare Differentialgleichungen n-ter Ordnung
mit konstanten Koeffizienten

Gesucht u : D — R/: D C R4mit hama yen

/

4
Llu] =u™ (@) + ap_1u"" D) + - + au/(t) + aou(t) = 0

wobei ag, a1, ..., a,_1 gegebene reelle Zahlen sind.

V: Die Losungsmenge bildet einen linearen Raum der Dimension n.

Mit einer Basis ulll(t), ul?l(t),..., ul?(t) lisst sich jede Losung schreiben als

wobei cq, ..., c, Konstanten sind.



Beispiel A:
Llu] =u"(t) + 3u'(t) +2u(t) =0
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Beobachtung: Fiir

Llu] =u™ () + an_1u™ V@) + -+ + a1/ (t) + agu(t)
< t an-4 W ! e:,&éqn.... +ou/>\é:&é + Uy e}i

—

JER —

gilt, wegen (i)k et = \Fert

£[6At] _ ()\n + an—l)\n_l 4+ ... 4+ al)\ + ao)éi

—

e ist genau dann eine Losung der Dgl Llu] = 0 wenn X\ Nullstelle des

zugehorigen

Charakteristischen Polynoms

PA) = A" + ap g A"+ oo+ agA + ag = 0

ist. Das Polynom hat unter Beriicksichtigung der Vielfachheiten n (komplexe)
Nullstellen.



Ist A\, eine Nullstelle von P()\), so ist ekt Losung der Dgl.

Akt7 tleAkt Losungen der Dgl.

Ist A\x doppelte Nullstelle von P()\), so sind e
Ist A\, dreifache Nullstelle von P()), so sind e+, tlerrt 2kt Lésungen
und so weiter... (vgl. S.40 Vorlesung)

Mit allen Nullstellen erh3lt man so eine Basis des Lésungsraums/ein

Fundamentalsystem: ult(¢), - -, ul™(t).

Allgemeine Losung der homogenen Differentialgleichung;:

u(t) = cultl(t) + - + e ul™(), Cly...,cn € C bzw. R



Beispiele:

A)u" (£) + 3u/(t) + 2u(t) = 0,

Dimension des Lésungsraums = 2,

. S / <
Charakteristisches Polynom: /. ™" 4+ 2N 4+ 2% =
Nullstellen des charakteristischen Polynoms:

A1:-K(7A2:-—2\

_t —2¢
Fundamentalsystem: ult(t) = ¢ ulPl(t) = <

Allgemeine Losun der homogenen Gleichung .
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u(t) = cle=f+ Cge”zé W'(f)= —cae 4 (-2) ca2®
J

Anfangswerte: o |

Ucoy = c,e’ 4+ (& = <4+ C2 -’3

L/\f(‘:?): ﬁC,\& _Zag_e 2 -Cymry = A \\cr‘1=3:=>
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B)[u"(t) — 4u/(t) 4 4u(t) = 0, w(0) = 3,(u'(0) =1
Dimension des Ldsungsraums = .
j& Q
Charakteristisches Polynom: /. N _ 4" L WO U NZ_uhi W= PO

Nullstellen des charakteristischen Polynoms:

)\1 — l . )\2 — :L
ZL % L€
Fundamentalsystem: u[l](t) =2 ul?] (t) = 1€

Allgemeine Losung der homogenen Dgl

2€ al 24
u(t) = (3132'[7_'_ (326"2"&- ,tz: _> Mf(é)@: lcgt 4 Co [.le, A 4c ./(K
IT\

Anfangswerte:
¢ g c. L 3
W (o) = Cu‘(' 4 cxé P 0 =Ca =

W0y = 9c, e’ + 2020 4 € 8= it
@ (o) = 20,e” 1 ex [2e
Losung der Anfangswertaufgabe —>|<2=-5
: 26
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(Dfmzhgiﬁn L—BSLl.ﬂ_isvcxugm = 2.

C)iu"(t) + 4u(t) = 0

A © 2.
Charakteristisches Polynom: A %" 4 0. DN 4t _ N7 4= ©)
& &+ L[ = O => (>\Z = ~ L‘f
Nullstellen des charakteristischen Polynoms: => K=zl HT q

M=2 A= -2t

20t
Fundamentalsystem: 2l1l(t) = € 2[21(t)

I
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Allgemeine Losung der homogenen Dgl
l(é_|_ (":26.,...Zf'£'

u(t) = ¢1e

Reelle Darstellung der Losung = 7?7



Komplexe Nulistellen von P tauchen immer paarweise konjugiert komplex

|

< A\" + an_l)\”—l —|— —|—=CL1)\ —|L ap = 0

= M+ a4, AL 4 o f @A+ ag =0 S
) Z A ‘., = %A . %,?_
— N a4+ f@hta =0
e ) oxeh - =ee
<:>Xn+&;—1xn_l+"'+&1x+ ag = ca )
\Ba\sIISNéCAS‘( 2.8. W _ <)l>
<~ P(A)=0 w7 = ()
[4]
v 5
Wenn zH(t) = e(@+®)t [ gsung, dann auch zI2(¢) = ele=ib)t e
N ewe Borsis o

A ] 2
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eu£+'&bt e'® _ cos () 41 < () o’ € R

() = elatib)t — ea’feg = e (cos(bt) + isin(bt)) —e cos(bt) + e sin(bt)
R (2 £a3 ) W
P (2")

22l(1) = ela—ibt — gate=ibt — oat(cog(—bt) 4 i sin(=bt))
cos (LL) — Sie (66)

—e cos(bt) — ie® sin(bt)

=

Linearkombinationen von Losungen sind Losungen. Wahle

A1) + 22(¢) P) ;‘é cos (éf_) _ ﬂaécob(LL) = Re (me>

e A
u[Q](t) i Z[l](t)_Z[Q](t) _ ,’Z,{LO s h (4{\—-&); éaés‘\n(éé): W(Z[’J”_)>
&A._—_Qa.-z.;[: n L
Im Beispiel C) statt ~[1] (t) = e2it. ~[2] (t) = p—2it flo  eTt=4 -
<2t ,

ull(t) := Re (z1(t)) = Re (cos(2t) + isin(2t)) = cos(2t),

ul?(t) == Im (211 (2)) = Im (cos(2t) + isin(2t)) = sin(2t)

Allgemeine (reelle) Losung:|u(t) = c1 cos(2t) + co sin(2t), c1,c2 € R.
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Beispiel D: Gesucht sei reelle Darstellung der Losung der Randwertaufgabe

7T2
Au///_l_?_?i//_i_ (]."‘Z)’U/ZO

uw(0) = 0, «/(0) =1, u(1) = 1.

LGsung:
Schritt 1: Nullstellen des charakteristischen Ploynoms
e

P\ = />\3+le —+ Af—;)&)\ = ©

NEOSERTNE qul) _ O &= h=o oder
M= ©

Y
2 __A* =
N 2hit s T=0 & Dae = :
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Schritt 2: Komplexes Fundamentalsystem:

—

T

ull(t) = e tsin (§t)

Schritt 4: Allgemeine Losung

= 2[2](t) — 6(_1+i%)t _ é,—k_e,t a.L :6._‘E<cas("£-&)+\5m<ijg)>

e'k_c,cs(%’.%) +‘L<{E sin(t)

———
Re (2 £ (4))

u(t) = ci+ coe " cos (5t) + cze " sin (5¢) .
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Schritt 5: Anfangs-/Randwerte: u4(0) = 0, v/(0) = 1, u(1) = 1.

u(t) = c1+ et (cacos (5t) + cgsin (5t)) .
ol Jesten i &
‘?/oo(wk"ﬁraj {‘

w'(t) = et (—cocos (5t) — czsin (5t) — Zeasin (5t) + Zezcos (5t)) .

sorkert nnc

u'(t) = e ((—02 + 5 c3) cos (gt) + (—c3 — §c2) sin (%t)) : einus Jcosi N

(muss nicht sein)

u(O):cl—l—e_o(czcos(O)—l—c;;si)/@) _ O C1+4C, =©

—_—
—1
—1 . _
u(l) =ci+et (cacosf5) +egsin (§)) = A atCa=
4 /1
C’.S = (/('C/[ ) 4
!
U/(O):—62+g63:(31_|_%<1_01>61:1 — 01:]_
/“5 j/f-"d?”ﬂ\jb))JS%m :ja,scéw'(,éon —_— 4 )
< 2 = ~ Cx=
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u(t) =c1-e”+e " (cacos (5t) + cgsin (5t)) =1 — et cos (5t) .
/ N ° 2

Fiir H2: max;>o |u(t)|

’l“(‘:)\ = \A — g:'E cCo > (%L)\ )c(-;-(ak <‘°~\+Ua\
= (M g)-g T e== (G la bl ol (b
_ a1 [ees (B0 <
R
" - S
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Inhomogene lineare DGL n-ter Ordnung
mit konstanten Koeffizienten

Gesucht u: D —- R, D C R mit

Llu] =u™ + ap_u™ P + - + a1t + apu = b(t) + O

Allgemeine Losung = Allgemeine Losung der homogenen Dgl D

+ partikulare Losung der inhomogenen Dgl

Partikulare Losung im allg. iber Variation der Konstanten.
Bei speziellen Inhomogenitaten b oft einfacher: spezielle Ansatze.
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Inhomogenitat b(t) Ansatz fur
(gegeben) Losung wu,, )
Ps\ﬁnom vom 9\"0\6 g P“‘"fhom Vo ™M 9)‘(‘0\6 . J
(Bo + But + -+ + Bt ™) | up(t) = (bo +brt + -+ byt™ e
P(Ol) # O Z/. el Beshmnme Lo;.,lo_{.v-,‘om Sa d=sS

a k — fache Nullstelle

up Lo=vng der Dyt

“von P(\) up(t) = (bo + byt + - - - + by t™)tket
B cos(at) oder [ sin(at)
+ia keine Nullst. von P(\) up(t) := bsin(at) + a cos(at)
+ia einfache Nst. von P(\) | u,(t) :=1: (bsin(at) + a cos(at))
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Beispiel E: Gesucht allgemeine Losung der inhomogenen Dgl.

" i = 2.

:/{./)\3 /15‘2-
Eys/' /’Jvmc‘»‘\jch'—— P(/}‘) ’

28 s PO =04 1) =0 = A =X =0, Ay =
ull(t) = e =1, uwl2l(@t) =te® =t, ul¥(t) = e
up(t) = c1 + cot + c3e . S S s dee i
Jel2f o ben ﬂraée—" .&Ol: Nuwllstelle van L)

mg;zycup Inhomogenitat b(¢ ) = 2. Y- Polgnom ©-Ten 008 L

b, . e’ .t
salz v
Ansatz fur\up é eV A

74

7
Einsetzen in die Dgl: ~ uo = 2L, 1 up = 2 b, up = <
Uf’ -f‘q(n = 2 -;--2—5Cp _2_ =D o= 14

ue—_-:/l.JQl

Allgemeine Lésung: u(t) = ¢y + cat + cze™t + 2.
— N\

Y
Up e
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Ansatze bei anderen Inhomogenitaten: fiir

u'" + u" = hk(t) mit )\1 — )\2 — O, )\3 = —1.

up(t) = ¢ + cot + cze .

gt

hl(t):t—l)g | Potynom A Jrade . <

o L~

O‘L{\ Ngl' yo

S / e~__ ) e

Y
Ansate ([, 46,8
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up(t) = c1 + cot + cze” .
Tolanem % Qeodes L e

= (‘oo +\°JL&<—\*\'33_!§Z) QA& )

1

GACNE R
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up(t) = 1 + cat + cze” "

ha(t) = 12(t — 1) + 362t — . halb) 5 3 ha (E)

j(“‘l") - L (hrue+ 3%e) = 4 (’!Z“ﬁ)*o{(‘?“‘ol)
2 £ () 43 L (ue)

=

Lih&a/&. CDQQVI

e ——

(2 (bot) 43T
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J)j(:

v

i )
U L w =3sin(5t)
,-/\\/—\_/

Uh(t) = 1 + cot + Cge_t.

h(t) = 3sin(5t)
Ansatz
M:(E) = Xxcos (st ) ,‘r\osbﬁ.('slc)

+ S/b («.—»5(({;)
95 b sh(SY)

= --'SG\-S‘!A (Sk)

=
_-b'-._
-
—
|

Ui,o}} (f) 5 _ 2Socos (5 ¢)
) _’/'25’226’-"3 (5’&)

U()J'//<L): /(250\5;51 (E;'é' _____._-————'—'_““
@ / ¢ o5 b ~ 25 )
f/(y- _‘,Ulyo/: </l2.§0\ __Q,gb >S'L'(S) 'f'(
B | (St)
- A <é O cCco=oS
3__‘)_-?:- 2 =N ( ) —f—
) _ 3
N12.S a-25 b =3 / A28 4 S0
| —D o= 3
5 —_" (O: —'i:_*o\: 3 =2
— U\r’(\é) = — 605(51)4 _3_:5 Sla (gé) s 4SO
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Beispiel F: Gesucht allgemeine Losung der inhomogenen Dgl.

A" " + 44 + 4u —@ k=1,2,3.

(Bat) (b ety =©

Mo - A
NesH=o = N 37 -4 =

’ o &=> W)t (hd) =
P()\):><3+’§\_,H'&+“#O => M( AYa 't (AA)

:>)\1 —_—A )\2:2!‘ )\3:«2{
_Ak 't )
u[l](t) — e ~12] (t) :zz ~13] (t) = o’ ¢
é,z"é _ cos (28 41 sin (28

Re (e‘“é) o Cos(26)

W) = e C () =cos @)y Bl(1) = s (2€)

Pass ({2;5) = sla (2¢)

up(t) = 1€ + ¢y coo(2b) + cg sra(a¢)

2.
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_|_ Co ce= (lL} —|— C3 S (‘J-'L')
L{U. gc-_z&' L
- P(-2) 49

b w
5 ——?o\bnom 0-4enm 3(0\495 . e y
@ AHSd‘I’a: f’ul’t/nom 0-ten é"ragle_( - e—

— —2t
AnsatZ up(t) — ke ( Lo ch;},'oﬁce,l bo ows devr Talbelle)

V%

Dﬁ( u” 4 w”
hi(t)

einsetzen in Dgl: (HA2,3a) ) - ey et
ya = - 2 c

2 2t
up” 8) = (m2) ke
/ 3 -2t
U‘ya//(é> = (=2) ke
\D\C)[, w” + U‘y + Lf“f-r"-ﬂ’b\ - s | 3
3 -.ZE 2 __2t N A]Le:"z-é L’(. hﬁ-—le =- g-e._-
-2 ke CED +
(-2) ke 4+ )
l/'*-fo gn'nsz,lc?r.-ﬂ , > . } ge—?—L
z -2 ue —
— _2) 4 (-0 4 G
> ki
P2
3¢MG~"“ d onn LSskar wWesn RCE2) 0
! -2&£
:"'..S <> L(-'.’-’ 5—- = UP':._..._....Q_Z
Lk (-BH-8Y) S
< 2t

(k) = n, (k) 4 velk) = cde.-k v ¢, cos @t) 4 czsia(2k) - = e




Y/

V% 74 /
up(t) = cre™t + cocos(2t) + c3sin(2t) Dal  wial e bu = Scestt)
ha(t) = 3 cos(4t) sui Wdne Mualtskdien von T
W

(N
CQSC‘-{'E) keime Lsswns Qe hhorrenenm S =>

Ansatz: u,(t) = acos(4t) + bsin(4t)

einsetzen in Dgl: uy’ + uy) + 4w, + 4u, = 3 cos(4t)

Uy (t) = —4a sin(4t) + 4b cos(4t)

up(f) = —16a.cos(dt) — 16bsin(4t)

u,' (t) = 64asin(4t) — 64b cos(4t)

Ernscten  in Dyl uf+m;/+¥u;+4uP:‘3Cos(€fE)
(lyb —lba + Ul by o Y cos(ul) + (Cuor—16b=bUon b Jsinfkl)
_,__’—————\/—_‘—_______l)
!_ —‘-~«'3"_ i Cos (4€) =< Q - s\t
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N2 o —48b =3 _3b-4gb=3 —5 L-_3
“ f > A= ../..!._3_. - S
LYy
Up LE) = ences(ib) 4 bsio(ut) - - = oy 3 sicel)
2.4 sS4

Y- y
~CE) = Uy (4) 4+ Up (E) = <. 4 Cocos (2&) 4 3 sia(22) - .1,2;0. Cgstq%)_%%_sm(q%)



V4 Y/ / - O
Up" ¢ 4,7+ Hup = 10,

up(t) = cre™! + ¢o cos(2t) + c3sin(2t)
G Yoeontzn B
| E/nscheen f'ln Jie Dyl 2°
Ansatz: u,(t) = (acos(2t) + bsm(Zt))fgf . © if_f,offffi) )
einsetzen in Dgl: ) 4 u;) + 4u;, + 4u, = 10 cos(2t) 05*"‘-?‘“&:_;—22“‘ Dl tes.

u,,(t) = (20t + a) cos(2t) + (b — 2ta) sin(2t)

—— e —

u(t) = (4b — 4at) cos(2t) + (—4a — 4tb) sin(2¢)

u!” (t) = (—8bt — 12a) cos(2t) + (—12b + 8ta) sin(2t)

p _

._3?_5;*% el ize 3 ¥botiel  BbE a4 dob) cox (O

J .
f 8 a 4 (( é) é s/» Q) = JOcos (1{)*0&,,[,1{)

_ 0 | )
— Bo o+ lUb =) A\ _%Q+u(_%q>:_10mﬁﬁo
17:."-"3:0&

____Lfox_S’b =0 _— =S5 o= —A

L :?\o:.'"/z

U\.‘o(Jc) = _l;.: sir (2t) = cos (2F)
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> - es L..--a..-,(/v‘—?
Resonanzfall! Vgl. HA 2 T b dic (Bsumg L8 Ezo besc |

- I
/-g_gui) W o~ cés%

maX|U(t)|:? / mit €

u(t)] = |ere ™" + co cos(2t) + c3sin(2t) + £ sin(2t) — ¢ cos(2t)]

. T~ —’W_\_’J
zum &3055/0"{[ -faf ﬁi:TN W, (t) W (k)
u(km)| = [e1e™"™ + o cos(2km) + c3sin(2km) + KX sin(2km) — ki cos(2km)|
T I N
= C/l e—hff + <3 — LT ) )eﬁl‘ﬁ| é)’ V ke M
— e
Leschr anleb L::"
‘JU.VCLJ lc.,\-i- <
L/\r_f——/
. > oJ
> o®

{‘$7L h!fcéﬁ é¢5(4fc;:n{{lé

)CJV ou"{L f___:) =4

LgsunJ

26



