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Homogene lineare Differentialgleichungen n-ter Ordnung
mit konstanten Koeffizienten

Gesucht u: D —- R, D C R mit

Llu] =u™ (@) + ap_1u"" D) + - + a1u/(t) + aou(t) = 0

wobei ag, a1, ..., a,_1 gegebene reelle Zahlen sind.
V: Die Losungsmenge bildet einen linearen Raum der Dimension n.

Mit einer Basis ulll(t), ul?l(¢), ..., ul")(t) lasst sich jede Losung schreiben als

wobei cq, ..., c, Konstanten sind.



Beispiel A:

Fir u(t) = e’ = u/(t) = u'(t) =

Llu] =

u(t) = e ist Loésung von u/(t) + 3u'(t) + 2u(t) = 0 <=



Beobachtung: Fiir

Llu] =u™ (@) + an_1u™ V@) + -+ + a1/ (t) + agu(t)

. k
gilt, wegen (£)" e = \Fe!

LleM = (A" 4+ an A"+ - + A + ag)eM

e ist genau dann eine Losung der Dgl L[u] = 0 wenn X\ Nullstelle des

zugehorigen

Charakteristischen Polynoms

PA)=A" 4+ a, A" P+ o+ X+ ag =0

ist. Das Polynom hat unter Beriicksichtigung der Vielfachheiten n (komplexe)
Nullstellen.



Ist A\, eine Nullstelle von P (), so ist e*s! Lésung der Dgl.

Akt7 ekt Losungen der Dgl.

Ist A\x doppelte Nullstelle von P()), so sind e
Ist A\, dreifache Nullstelle von P()), so sind e+, tlerrt t2eArt Lésungen
und so weiter... (vgl. 5.40 Vorlesung)

Mit allen Nullstellen erh3lt man so eine Basis des Lésungsraums/ein

Fundamentalsystem: ul'(¢), - -, ul™ ().

Allgemeine Losung der homogenen Differentialgleichung;:

u(t) = cull(t) + -+ + cul™(), Cly...,cn € C bzw. R



Beispiele:
A) v (t) + 3u'(t) + 2u(t) =0, u(0) =3, ¥/(0) =1
Dimension des Losungsraums =
Charakteristisches Polynom:
Nullstellen des charakteristischen Polynoms:
A=, A=
Fundamentalsystem: ul"(t) = ull(t) =
Allgemeine Losung der homogenen Gleichung
u(t) = cre + coe.

Anfangswerte:

Losung der Anfangswertaufgabe



B) v’ (t) — 4u/(t) + 4u(t) = 0, u(0) =3, u'(0) =1
Dimension des Losungsraums =
Charakteristisches Polynom:
Nullstellen des charakteristischen Polynoms:

A= A=
Fundamentalsystem: ult(¢) = ul?l(t) =
Allgemeine Losung der homogenen Dgl

w(t) = cre + cpe

Anfangswerte:

Losung der Anfangswertaufgabe



C) u'(t) +4u(t) =0
Charakteristisches Polynom:

Nullstellen des charakteristischen Polynoms:

Fundamentalsystem: zl1(¢) = 2121(t)
Allgemeine Losung der homogenen Dgl
u(t) = ¢ie + cae

Reelle Darstellung der Losung = 7?7



Komplexe Nulistellen von P tauchen immer paarweise konjugiert komplex
auf!

(M) =0<«= P(\) =0

i

< )\n_|_an_1)\n—1 + -+ aA+ayg =0
= AN Fap AL+ ag =0
v + @A + ag = 0
= X+ an—lxn_l + -+ @)+ ap =
< P(\) =0

Wenn zU1(t) = el@*®)t Lsung, dann auch zI2/(t) = ela—ib)t



(1) = elati®)t — pateibt — pat(cog(bt) + isin(bt)) =e® cos(bt) + ie* sin(bt)
Z2l(1) = ela=i)t — gate=ibt — cat(cog(—bt) 4 isin(—bt))
—e cos(bt) — ie® sin(bt)
Linearkombinationen von Losungen sind Losungen. Wahle

u[l](t) _ 2[1](75) _g 2] (t) _

ul2(t) = 1(t) 2—2 () _

Im Beispiel C) statt zlU(t) = 2, 2[21(t) = =2

ull(t) := Re (z1(t)) = Re (cos(2t) + isin(2t)) = cos(2t),

ull(t) := Im (211(¢)) = Im (cos(2t) + isin(2t)) = sin(2¢)

Allgemeine (reelle) Losung: u(t) = c1 cos(2t) + co sin(2t), c1,co € R.
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Beispiel D: Gesucht sei reelle Darstellung der Losung der Randwertaufgabe

7.‘.2
u/// _|_ 2u// _|_ <1+Z) u/ — O

uw(0) = 0, «/(0) =1, u(l) = 1.

LGsung:
Schritt 1: Nullstellen des charakteristischen Ploynoms

P()\) =
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Schritt 2: Komplexes Fundamentalsystem:

v

ull(t) = e tsin <§t)

Schritt 4: Allgemeine Losung

u(t) = c1 + coe b cos (Zt) + cze tsin (i) .

2
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Schritt 5: Anfangs-/Randwerte: u4(0) = 0, v/(0) = 1, u(1) = 1.

u(t) = c1+ et (cacos (5t) + cgsin (5t)) .

w'(t) = et (—cocos (5t) — czsin (5t) — Zeasin (5t) + Zezcos (51)) .

u'(t) = e ((—ca + Zez) cos (5t) + (—c3 — Se2) sin (51)) .
u(0) = c1 + e Y (cacos (0) + c3sin (0))

u(l) =c1 +e! <C2 COS (%) + c3sin (%))

u’(O)=—62+303=cl+g(1—01)61é1 — ¢ =1



u(t) =c1-e”+e " (cacos (5t) + cgsin (5t)) =1 — et cos (5t) .

Fiir H2: max;>¢ |u(?)]



Inhomogene lineare DGL n-ter Ordnung
mit konstanten Koeffizienten

Gesucht u: D —- R, D C R mit

Llu] = u™ + ap_ 1w + - + ayu’ + agu = b(t).

Allgemeine Losung = Allgemeine Losung der homogenen Dgl

+ partikulare Losung der inhomogenen Dgl

Partikulare Losung im allg. iber Variation der Konstanten.
Bei speziellen Inhomogenitaten b oft einfacher: spezielle Ansatze.
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Inhomogenitat b(t)
(gegeben)

Ansatz flr
Losung u,

(Bo + Bt + -+ + Bt™)e™
P(a) #0

o k — fache Nullstelle
von P()\)

up(t) = (b + byt + - - - + by t™) e

Up(t) = (bg + bt + -+ + by t™)tFe™

B cos(at) oder Bsin(at)
+ia keine Nullst. von P(\)
+iaeinfache Nst. von P()\)

sin(at) + a cos(at)

up(t) :
=t - (bsin(at) + acos(at))

t-

—
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Beispiel E: Gesucht allgemeine Losung der inhomogenen Dgl.

1244 /!
u' +u = 2.

up, - P()\):)\2()\—|—1):O:>)\1:)\220,)\3:—1
ull(t) = e =1, uwl2l(@t) =te® =t, ul¥(t) = e
up(t) = ¢ + cat + cze .

u, : Inhomogenitat b(t) = 2 - eV

Ansatz fiir u, = a - e’ - 2
Einsetzen in die Dgl:

Also u, =

Allgemeine Lésung: u(t) = ¢y + cat + cze™t + 2.
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Ansatze bei anderen Inhomogenitaten: fiir
u'"! + v’ = h(t) mit )\1 — )\2 = O, )\3 = —1.

up(t) = c1 + cot + cze™ .

hit)=t—1
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up(t) = c1 + cot + cze” .
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hs(t) = 12(t — 1) + 3t2e!

up(t) = c1 + cot + cze” .
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h(t) = 3sin(5¢)

up(t) = c1 + cot + cze” .
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Beispiel F: Gesucht allgemeine Losung der inhomogenen Dgl.

u" +u" +4u + du = hi(), k=1,2,3.
P\ =
— A\ = Ao = )\3 =
ulll(t) = 22(t) = 2Bl(t) =
u[l](t) — ul?] (t) = ul3! (t) =
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up(t) = 1 + ¢o
hl(t) — He 2t
Ansatz u,(t) = ke™?

einsetzen in Dgl: (HA2,3a)

23



up(t) = cre™t + cocos(2t) + c3sin(2t)

hao(t) = 3 cos(4t)

Ansatz: u,(t) = acos(4t) + bsin(4t)

einsetzen in Dgl: uy’ + uy) + 4w, + 4u, = 3 cos(4t)

u,(t) = —4dasin(4t) + 4b cos(4t)
Uy (t) = —16a cos(4t) — 16bsin(4t)

u,' (t) = 64asin(4t) — 64b cos(4t)
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up(t) = cre? + ¢o cos(2t) + c3sin(2t)
hs(t) = 10 cos(2t)

Ansatz: u,(t) = (acos(2t) + bsin(2t)) ¢

einsetzen in Dgl: uy’ + uy) + 4w, + 4u, = 10 cos(2t)
u,,(t) = (20t + a) cos(2t) + (b — 2ta) sin(2t)

u,(t) = (4b — 4at) cos(2t) + (—4a — 4tb) sin(2t)

uy'(t) = (—8bt — 12a) cos(2t) + (—12b + 8ta) sin(2t)
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Resonanzfall! Vgl. HA 2

max |u(t)| =

u(t)] = |ere™

+ o cos(2t) + c3sin(2t) + L sin(2t) — ¢ cos(2t)]

u(km)| = |e1e™ ™ + co cos(2km) + c3sin(2km) + £ sin(2km) —

2

km cos(2k))|
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