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Elementare Losungsmethoden fiir Differentialgleichungen
erster und zweiter Ordnung

Die ins Netz gestellten Kopien der Dateien sollen nur die Mitarbeit erleichtern. Ohne die
in der Veranstaltung/im Video gegebenen zusitzlichen Erlduterungen sind diese Unterlagen
unvollstandig (z. Bsp. fehlen oft wesentliche Voraussetzungen). Tipp— oder Schreibfehler, die
rechtzeitig auffallen, werden nur miindlich wahrend der Veranstaltung angesagt. Eine Korrektur
im Netz erfolgt NICHT! Eine Veroffentlichung dieser Unterlagen an anderer Stelle ist untersagt!



Bernoullische DGL: | u/(t) = a(t)u(t) + b(t)(u(t))®

a#+ 0,1
Substitution :|y(t) := (u(t))= liefert
y'(t) = (1 — a)(u(t)=o=1u/(t) = u' =
B —_— 1 — /l}-!/arnm#’f
> o
Dies eingesetzt in die DGL ergibt \/3“5";&){“ L
T (A=A )W o + O
o . < (1= ) [C"‘:J+L’L"0}
w' = vy — au + bu® vorausgesetzt u #% 0: multipliziere Lo
1l — « u
Yy = (1—a)au' ">+ (1 - oz)bf%co =
7/

y'(t) = (L —a)(a(t) -y(t) +0(t) | (/neare
Dyl 57




Beispiel:

t _ 22\ 3
Ut = 4 3t = 0, u(2) = (_e) fir ¢t > 2.

u? 2
~—— <
: et ) 4 A eé _,2/
Sortieren: 3tu' = —u— — = U4 = - —u® - — U
U 3¢ 3¢
—_—
- b
Bernoullische DGL  u/(t) = a(t)u(t) 4+ b(¢)(u(t))®
. ) &
Hier: a =<1 | a(t) = "3 b(t) = - =
Substitution: y := u!'~* = " 2 liefert die neue Dgl. :
y'=1-a)la-y+D)
¢
- yi - e
Hier. /= (1) (- 574 5
3

/ y € ‘
\/ = _ ..-(—:- \/.._. % é{”(’/a/
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¢
Losung nach Formel aus Seite 11 Vorlesung \/’:—i(g y - 5’;

Aty =a(t) = ~ = [4dbspmit)rc 4 ’
zum Beispiel |A(t) = - {n (¢)
5 ¢
Mit b(t) :"% rechnen wir
) gnlt) ¢ ot ]
(B*(t)) = e~ M) . p(t) = 9\7 T = : - =-¢
B*(t):/,e* J . Lt ¢
Die Wahl|[B*(t) = - ¢ liefert @
4 (k _k
y(t) = AOB (1) +C) =& 19« eet) o (-F) 50
. o 3 3 3 7"""__6_)‘ ¢ beskmmen
Riicksubstitution: y = u° = u(t) = Y - \/1— (c-e pid n fonse
u(;\);i/*i; —_—I V%(C"Qz) —> C=9° A

-t
) - 3(%)=!—l£('<
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Losung mittels Variation der Konstanten /- - Ly - =
. e s inhomoﬁth‘-};#
Losung der zugehorigen homogenen Dgl. y;, = ——i- 9

A )
S,JEGKL 5%({)46 -Q\Y\(Jc\_ C Y C

nach Tabelle y;,(t) = e/ @®)dt — - - ¢
Yulb)= <o 4| = < 3u

Losung der inhomogenen Dgl.: Ansatz y, = c(t)yg = C“”{" &

EX'&“VS; Y')‘:D(-.(nb\w.\s or Ul -}

. . / 1 et . \ﬁ,gq"b*\a \‘51«:&7“
Einsetzen in DGL. ¢ = —+ -y — - liefert oo 3
1T Y+ <O ()
4+ <
Lt e (Wb

c'(t)yy(t) = Inhomogenitat < <'4) - 4 e

/ ’: L @ "y
dt)=-< = ct)=-= <= [pt)=-<%

. ' : /
Allg. Lésung der inhomogenen Dgl. y =y, + y, = —¢ A g

—> C =

fa]
3 £



Riccatische Differentialgleichungen

Gegeben sei eine partikulare Losung wu,, der Differentialgleichung

u'(t) = a(t)ult) + b(t) (u(t))? +.c(t).

Sei 1. _eine beliebige Losung der Differentialgleichung. Dann [6st
@die Bernoullische Differentialgleichung:

w = [a(t) + 2b()u,(#)]w + b(t)u

mit o« = 2 = Standardsubstitution: | y ;= w ~° =

Linears " ‘EG’- Lés

Neue DGL.: Yy = —(a+2b-u,) vy b.




Beispiel:

u/ — —u2 _I_ z U/= O.UJ_../{.LIZ-.(:.%-
t2 7 I {2
Die Differentialgleichung ist Riccatisch mit 2 -
a=0,b=—1,¢c(t) = t%
7\ /
1 L . k
Wegen (;) =5 liegt der Ansatz u, = n nahe. L= ¢
Einsetzen in die DGL fiir u liefert
Up Ue 7
k k2 2 X by -Formel - 3
p— 2 o { A 4\ 24y = 24 %"%ii
s tn = Kok-2= oo &tz - £
: ~le=-k® 42 / 3 S &
mit den Losungen k,= —1 und k,= 2. AN N
1 1
Wir setzen u, = —% und|y := = -
Wahlen u_up u—|_€




Die Differentialgleichung fiir y lautet
-

0, “'f‘z_‘ - iheorc ) [ s,
Losung der zugehdrigen homogenen Dgl y;, = —%yg:
_2 2+ & »
plt) = ef H =y = ¢ < o e A [k
¢ (th ) ?:

Losung der inhomogenen Dgl hier mit Variation der Konstanten!
Ansatz  Nelk) = (k) Yy, ¢ - C({il

—2 _ : : /I 2
C(t)t = UYp Einsetzen in DGL: ' = —Zy +1
c}(é)%,é@ (Trhomogenit st ve- et s'=-Z s b))
3 i‘:\f(bz <€) -4
A=t — cty= % 2ok d
3

Y=1Yp T+ Yh =Yp T+ CYg =
L )

_ = C -
= 37 L
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Alternativ: Formel aus Vorlesung 2 mit Y= -y +
&(t) — _[a + QbUp] — - -2-&' B(t) — —b(t) =

A'(t) = a(t) [~z b = _a20.00) 4 ¢

2.8
Al) - - 20n(h)
R .’Zﬁn(é) )
(B*(t))/ — A1) . b(t) _ e s aﬂm (£) « 2
_ (eﬁn(é’J)Z ¢l .5 |8*

y(t) = e (B*(t) + O)

_ é-&G/h(U ( ‘E-BJ‘C>= y ‘ (f;,c);f—

t
t! c . {34. 3C - (.é)
= 5 + —Z'i 3{;




Riicksubstitution:

1

Wir hatten y :=

L 1 ___/..’_--_,u_{,_./—’-
— - Y L
u—l—t
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SESREL

f =)

Typ

DGL

Lésung/Subst \ ggf. neue DGL

separierbar

y'(t) = h(t) - g(y(1))

t) \ u/:f(u)_u

Ahnlichkeit 'y = £ (¥ w 100
nlichkeits y' (t) f(t) “) u(t) 7 "
DGL separierbar
Ahnlichkeits y' (t) = flat + by(t) + ¢) u:=at+ by(t) +c uw =la + bf(u))
DGL separierbar
Lineare DGL y;b(t) = a(t)yp(t) Yp = eJ a(t)dt separierbar
homogen Yp = eA(t)—i_k =cygy
Lineare DGL y' (1) = a(t)y(t) + b(t) yp = c(t) - yg <— Ansatz
!
inhomogen () - yg = b

Alternativ:

y=c<c-yg + Yp
y(t) = A (B*(t) + C)
Al(t) = a(t), (B*(1) = e A1) .p(1)

/
Bernoullische | w/(t) = a(t)u(t) + b(t)(u(t))® Y= i y=(1—-a)(a-y+0b)
DGL a#0,1 linear
o Py A 2 R—" v
Riccatische u (t) = a(t)u + b(t)u” + c(t) Y= asup y=—[a+2b-up]-y—>b
DGL b, c nicht ident. O linear
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Wichtig: Typ erkennen.

2_ecos () 12

Typ DGL Substitution ggf. neue Diff.gleichung
/ﬂn!.rﬁﬁb'*s‘ . lA'l': .E_(_\AL—__UL: U + € Afn — W
dyl ty_y —I—te? U\:_E_ t
- %_ = W _|.e,U'~ - ‘((u) SIPG\VfIWL ar
Wp =i~ 1’-_-_{_’a*1LuP31_ s
R cc atf — U —I—’Iu = sin“(t - 4
w) () y(k) W-sin (t) s T A sm(»{)]-j‘t/l
an (é Lin car”
= ————/L"”“_" I ZL ] j -b
Y w — 2y Lu? = 4¢? \[ G-up v L poY
t J
—a ﬁ U P = ’z’él = #[_E+l<-_jt'*)2":l}.%+ t* (1 ¥
4 N- &
. Vo= =3 /
Bernowll Au’ + u—l—u / z"?‘ '\/ = (4= oK) (Q\{ +lo>
3 Y =
“4*/&“*’/{7[’(:9 / ( —-_.z(--/’- _.1’4')
) T P B A Ao )
Ahnlchlhifs- y' = COS(2t — Sy)
JjL‘ T u::2(:—33 A _o\+é [{a) (2 3Coé-(u) 1
B RO B
Linear W + sin(t)w = cos(t) _— _—
3, Jo A Sk



Exakte Differentialgleichungen

g(t,u) + h(t,u)w'(t) =0 mit gu(t,u) = hi(t,u)
- ]
Ziel: finde (Potential) W(t,u) mit = 3, v, =h,

A

U, (t,u) = g(t,u) und W, (t,u) = h(t,u)

Dann gilt fiir jede Losung u(t) der DGL

d ; S o
E\IJM)) — \ij\tg_tLu)L—F \ILLLF(E,_U)\U (t) — g(t7 u) + h(t, u) U (t) — 0

Durch U(t,u) = K |sind Losungen der DGL gegeben.

Bsp. fiir LUM: U(t,u) = tu + e*'u’
@Twu,u)&yé(é[m) TP

=
5L 5 13

%W(ki“):wm(]cl“\: ;:—-}6 .S



d
Berechnung von E\Ij(t’ u(t))

f R = R, ft) = (Too)(t) = V(¢ u(l))
uw R — R, C? — Funktion
¢ : R — R? U :R* >R ¢ U C?— Funktionen
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Vorgehen:
Schritt 1: Priife die Integrabilitdtsbedingung : g, = h;

Schritt 2: Falls erfiillt: Dgl ist exakt. Bestimme Potential W
Falls nicht: Dgl ist nicht exakt.

Schritt 3: Setze W (¢,u) = K. Falls moglich, 16se nach u auf.

2
Beispiel a) u(t)? — 5 T 1/ (t) = 0.

Y h (ko)
Sk, w) ! ‘5(15,%): \kl 3 %l
gu = 2u # 0 = hy = nicht exakt. = S

—

DGL ist Riccatisch. Siehe Beispiel oben.
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Beispiel b) ¢’ - u + (1 +¢?) - 4(t) = 0. 8, =€
e o) hite é L
D, h(ke) \W,=(1 +% >é: <
gy = €' = hy = exakt. / Exkwrs: Lssuny ols separieronre
. . U\(l:) = _et "W = _in\_
DGL ist aber auch linear! Ayt & A

|
Jun = -"(:‘S’i-—{ db —-In (/l+<-)+t

—
s>

A
D (1) == I (,q:e&)J,c —ff—ﬁ
L mmeB) v e S
Losung von b) als exakte DGL: | W= e ) et
U\(l:): --'—/("1"';{"“
el - u + (1 + et) | u(t) =0 Tt Tormel £or lneert hamose
- 5
= Y ) o) = exe(§5259Y) )
S rcke Yy mi L)V{’Q\ ure %»"1" - éﬂm‘(ut{‘)-t < = ___}_A’fu Nz
.ok .

Ui(t,u) = gltu) = ¢ -u= V(tu)=ue 5 cx) )

\Iju(tau) — h(t,U,) :)_1,+@; @ ~+ @ c(w) :Cuj\“):|

C (k) et 29
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2U-M B.S(c:

c(u) = U(t,u) =

/u l0sen ist also:

/
U(t,u)=¢€e"u+u=K

UL A+ eb) =

VA
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Beispiel ¢) (5¢2 + 7u?) + (14tu + cosu)u = O..
kﬁf_’_/

—
3(‘:.'&*) L.(-L‘u.)

Integrabilitatsbedingung: g, = h;

(5t2 1| 7u2)u = Q4 Y w :\/ (1itu -+ Cosu)t:(lﬁw + O

@ 5& s+ exa et

Potentialberechnung:

db 3 2
A r-*\Ift:5t2—|—7u2<I:>\If(t,u):Sg LR () @

\/Q/BU\
|

| /
WU, = 14ty + cost)= O o [Gub 4 (9 o el emslo

S AU~ — VA
' S 1‘:3 iulJ; _f.Sf"‘I(U\) (_F/l:c!)
2.9, c(u) — S/, le) @ ; g k)= S % 4

/u losen ist also:
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(
U(t,u) = 2t° 4+ Tu?t +sin(u) = K

S

/'M/o/r'%m[c
pars %c//waj o7

Explizites Auflésen nicht méglich. *

Naherungslosung: numerisch
Fiir die Losungen gilt

2(t,u) == 2t + Tu?t +sin(u) = K

S

Losungen sind Hohenlinien von z. Benutze contour in Matlab.

>> [t,ul=meshgrid(0:0.05:2,0:0.05:10);
>> z=(5/3)*t."3 + 7*u. 2.*%t+ sin(u);
>> contour(t,u,z,15)

>>
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N re———

0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2
t

Alternativ bei Anfangswertaufgabe v’ = f(¢, u): numerische Lésung z.B mit ode45.

20



Spezielle Typen von DGL’'n zweiter Ordnung

u(t) = f (& u(t), w'(t))

TYP 1) | u"(t) = f(t, u'(t))
2/ = (é; Z') \bgL s toe @r‘é‘ﬁ\k"‘lb g:—:( z
Substituiere: z(t) := u/(t). Dann ist 2/(t) := u/(t).

Neue DGL: | 2/(t) = f(t, 2(t)) | ist erster Ordnung

/55 cn ———‘;.u/ =2

lablgmeron —S<

BEISPIEL: u”(t) = —2tu/(t), u(0) = ug, u'(0
/ /

Z = 2t .z <8
Substituiere: z(t) := u'(t) , 2'(t) := u"(t).
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/ dz odos
2= 2z <— — = =2z Sepance
dt
dz ~ Z\ 2 Z
T 2tdt <= In|z| = —t*+C — sexe™ Pootec
Z
2 ~ 2 ,
’Z‘ = 6_‘t-+C7 <> Z = (76__t :::?LG 'U/(O) — g s B WS
(jlb 2 g
u’(t) — % — er_t {1 2.8 Wt _set
= Lt L
i‘h)’o\fsy{crw\ —_—> w(t) = < + f v

u(t)

:u(())—|—/0 Vo€ Jf—uo-l-‘UO \/_ cer f(t)dt
—

—_—
V“ILL’L amc-lt/gé()’ i Fa“t"(b‘lté"” v

(55 La/

\—’N/—
e mm ¥

L"'\d\"\ '(\;LL\‘I’ !

Lwﬁ}

woker
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TYP 2)

Autonome DGL: rechte Seite hangt nicht explizit von ¢ ab.

u'(t) = f(u(t), w'(t))

Allgemeines Verfahren: Spater. Hier spezielle Form:

Rechte Seite hingt auch nicht explizit von u’ ab:

u”(t) = g(u(t))

Fiir ' # 0 ist die Dgl. dquivalent zur Gleichung Estkurs
o jrktfwe.
jj(u({'))u}(é).jé - éi
u'a = u'g(u?) =0
7 7 - {3 J2 jz:‘(e\elﬁ
. . 2=
Hieraus erhalt man G e
/ /1 / 1 2 Ale- jm‘
dt = | g(u(t))u'dt <= —(u')* = [ g(u)du (qeur) &)
— Y — 2 _ (quode
- GCu) +C

@) T

Vs

2 u 'Zu jg(g)iz

23
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Auflésen nach v/ — neue Dgl erster Ordnung fiir u.

Beispiel:

L _Julk 2
(W) e Lk s uley Tl Lk oo A= e® Lk
— Ww=0 uﬂcl+r

_ /1
- le(l:) :(CU&)-Q) —ut) Nnewe :95[ A Oréh\ﬂ; L3 W=

1
0

do v e s adh o femdws (st

W ,E/n
_ _ 7o owe bn(hy

b\(o):ﬁ/\ﬁ((}ﬁ—*ﬂ)_}-—;g —_ iC—_-./(k
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