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Bernoullische DGL: | u/(t) = a(t)u(t) + b(t)(u(t))®

a# 0,1
Substitution : y(t) := (u(t))~ liefert
ue . y/
y'(t) = (1= a)(u(®) ™" /(t) == u' = <
—
Dies eingesetzt in die DGL ergibt
o,
leb Y = au + bu® vorausgesetzt u #% 0: multipliziere Lo
— u

y = (1—a)au'"*+ (1 — a)bu’ —

y'(t) = (1 —a)(a(t) - y(t) + b(t))




Beispiel:

ot _ o2\ 3
u+ — + 3tu’ = 0, u(2) = (—) fir ¢t > 2.
U

et

Sortieren: 3tu' = —u — — =
U

Bernoullische DGL  u/(t) = a(t)u(t) + b(t)(u(t))®

Hier: o = , a(t) = , b(t) =

Substitution: y := u!™% = liefert die neue Dgl. :
y'=(1-a)(a-y+b)

Hier: Yy =



Losung nach Formel aus Seite 11 Vorlesung
Al(t) =a(t) =

zum Beispiel A(t) =

Mit b(t) = — rechnen wir

(B*(t))' = e~ 4™ - b(t) =

Bt = [

Die Wahl B*(t) = liefert
y(t) = et (B*(t) + C) =

Riicksubstitution: y = u? = u(t) =



Losung mittels Variation der Konstanten

Losung der zugehorigen homogenen Dgl. y;, =

nach Tabelle y;,(t) = e 4t —

Losung der inhomogenen Dgl.: Ansatz y, = c(t)yg =

t
Einsetzen in DGL. ¢y’ = —% Ly —% liefert

c(t)yg(t) = Inhomogenitit <—

c(t) = — c(t) = —  y(t) =

Allg. Losung der inhomogenen Dgl. y =y, + yn, =



Riccatische Differentialgleichungen

Gegeben sei eine partikulare Losung wu,, der Differentialgleichung

u' (1) = a(t)u(t) + b(t)(u(t))? + c(t) .

Sei u eine beliebige Losung der Differentialgleichung. Dann [6st
w = u — u, die Bernoullische Differentialgleichung:

w' = la(t) + 2b(t)u,(t)]w + b(t)w?.

1

mit & = 2 = Standardsubstitution: y:=w! %=

Neue DGL.: Yy =—(a+2b-u,)y — b.




Beispiel:
2
U,/ — —U2 -+ t_2

Die Differentialgleichung ist Riccatisch mit

a=0,b=—1ct) ==

1\’ 1. k
Wegen - == liegt der Ansatz u, = n nahe.

Einsetzen in die DGL fir u liefert

k k2 2
_t_2:_t_2+t_2 — k2—-k—-—2=0

mit den Losungen k = —1 und £ = 2.

. 1 1
Wir setzen u, = —% und y := = -
U — Up u—l—z




Die Differentialgleichung fiir y lautet

Yy =—la+2buly—b — ¢y =-2y+1

Losung der zugehdrigen homogenen Dgl y;, = —%yh:

yn(t) = el Tt =y =

Losung der inhomogenen Dgl hier mit Variation der Konstanten!

2
C(t)t_z = Yp Einsetzen in DGL: y, m— —Zy -+ 1

c(t) = — c(t)=

Y=1Yp T Ynh =Yp T CYHg =



Alternativ: Formel aus Vorlesung 2 mit
a(t) = —[a + 2buy) = b(t) = —b(t) =
A'(t) = a(t)

(B*(t)) = e~ 4™ - b(t) =

y(t) = e (B*(t) + C)



Riicksubstitution:

1

Wir hatten y :=

u +

&+ | =
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Typ

DGL

Losung/Subst

ggf. neue DGL

separierbar

y'(t) = h(t) - g(y(1))

dy _
fwi‘;)_fh(t)dt

Ahnlichkeits y/(t) =f (@) u(t) = @ W = W
DGL separierbar
Ahnlichkeits y' (t) = flat + by(t) + c) u:= at + by(t) + ¢ uw = a+bf(u)
DGL separierbar
Lineare DGL y;b(t) = a(t)yp(t) Yp = ef a(t)dt separierbar

homogen Yp = eA(t)—i_k =cygy
Lineare DGL y' (1) = a(t)y(t) + b(t) yp = c(t) - yg <— Ansatz
[
inhomogen () - yg = b

Alternativ:

y=c-yYyg +Yp
y(t) = A (B*(t) + C)

Al(t) = a(t), (B*(1) = e A1) .p(1)

Bernoullische | u/(t) = a(t)u(t) + b(t)(u(t))® Yy = ul™a y=(1—-a)(a-y+0b)
DGL a#0,1 linear

Riccatische o' (t) = a(t)u + b(t)u2 + c(t) Yy = u—lup y=—[a+2b-up]-y—>b
DGL b, c nicht ident. O linear
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Wichtig: Typ erkennen.

Typ

DGL

Substitution

ggf. neue Diff.gleichung

t
t’y = y° + t’e¥

u

/

— —tar}(t) u + u? = sin?(t)

4u’—i—%u—|—u320

y' = cos(2t — 3y)

w4+ sin(t)u = cos(t)
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Exakte Differentialgleichungen

g(t,u) + h(t,u)u'(t) =0 mit g,(t,u) = h(t,u)

Ziel: finde (Potential) W (¢, u) mit

U, (t,u) = g(t,u) und W, (t,u) = h(t,u)

Dann gilt fiir jede Losung u(t) der DGL

St u(t)) = Wilt,u) + Wt w) (1) = g(t,u) +h(t,w) o (1) = O

Durch U(t,u) = K |sind Losungen der DGL gegeben.

Bsp. fiir LUM: U(t,u) = tu + e?'u?
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d
Berechnung von E\Ij(t’ u(t))

f R = R, ft) = (Too)(t) = V(¢ u(l))
uw R — R, C? — Funktion
¢ : R — R? U :R* >R ¢ U C?— Funktionen
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Vorgehen:
Schritt 1: Priife die Integrabilitdtsbedingung : g, = h;

Schritt 2: Falls erfiillt: Dgl ist exakt. Bestimme Potential W
Falls nicht: Dgl ist nicht exakt.

Schritt 3: Setze W (¢,u) = K. Falls moglich, 16se nach u auf.

2
Beispiel a) u(t)? — 5 T u'(t) = 0.

gu = 2u # 0 = hy = nicht exakt.

DGL ist Riccatisch. Siehe Beispiel oben.
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Beispiel b) e' - u + (1 +¢€*)-a(t) = 0.

gy = €' = hy = exakt.

DGL ist aber auch linear!

Losung von b) als exakte DGL:
et u+ (1+e)-ult) =0

U, (t,u) = g(t,u) = et -u = V(t,u) =

U, (tu) = h(t,u) = 1+et =
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/u l0sen ist also:

U(t,u)=¢e¢ -u+u=K
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Beispiel ¢) (5t? + Tu?) + (14tu + cosu)u’ =

Integrabilitatsbedingung: g, = hy
(5t% + Tu?), = (14tu + cosu); =
Potentialberechnung:

U, = 512 + Tu? < U(t,u) =

|

vV, = 14tu + cosu =

c(u) =

/u losen ist also:

0..
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U(t,u) = 2t° 4+ Tu?t +sin(u) = K

Explizites Auflosen nicht moglich.

Naherungslosung: numerisch

Fiir die Losungen gilt

2(t,u) == 2t 4+ Tu?t +sin(u) = K

Losungen sind Hohenlinien von z. Benutze contour in Matlab.
>> [t,u]=meshgrid(0:0.05:2,0:0.05:10);

>> z=(5/3)*%t."3 + 7*u."2.*%t+ sin(u);

>> contour(t,u,z,15)
>>
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N e

0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2
t

Alternativ bei Anfangswertaufgabe v’ = f(¢, u): numerische Lésung z.B mit ode45.



Spezielle Typen von DGL’'n zweiter Ordnung

u(t) = f (&, u(t), u'(t))

TYP 1) | «"(t) = f (¢, u/'(t))

Substituiere: z(t) := u'(t). Dann ist 2/'(t) := u"(t).

Neue DGL: | 2/(t) = f(t, 2(t)) | ist erster Ordnung

BEISPIEL: u”(t) = —2tu' (1), u(0) = ug, u'(0) = vy

Substituiere: z(t) := u'(t) , 2'(t) := u"(t).
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d
= 2z <— 4z _ —2tz

dt
dz 5~
— = — | 2tdt <= In|z| =-t"+C
z
z| = et 0 = = Cet =/, u'(0) = v
d
u'(t) = d—? = voe~t

: T

u(t) = u(0) + /0 voe " = ug + vy - T erf(t)dt
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TYP 2)
Autonome DGL: rechte Seite hangt nicht explizit von ¢ ab.

u'(t) = f(u(t), w'(t))

Allgemeines Verfahren: Spater. Hier spezielle Form:

Rechte Seite hingt auch nicht explizit von «’ ab:

u”(t) = g(u(t))

Fir u' # 0 ist die Dgl. dquivalent zur Gleichung

u'u"” = u'g(u(t))

Hieraus erhalt man

/u'u”dt = /g(u(t))u’dt — %(u’)2 = /g(u)du
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Auflésen nach v/ — neue Dgl erster Ordnung fiir u.
Beispiel:

u”(t) = g(u(t)) = —e 2w, u(0) =0, u'(0) =1

/u’u"dt = /g(u(t))u’dt — %(u’)2 — /—e_Qudu
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