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Aquivalenz von Differentialgleichungen n-ter Ordnung mit
Systemen erster Ordnung,
separierbare Differentialgleichungen

Die ins Netz gestellten Kopien der Dateien sollen nur die Mitarbeit erleichtern. Ohne die
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im Netz erfolgt NICHT! Eine Veroffentlichung dieser Unterlagen an anderer Stelle ist untersagt!



Differentialgleichung n-ter Ordnung <= System erster Ordnung

Letzte HU behauptet: Jede Dgl n — ter Ordnung l3sst sich umschreiben auf ein
aquivalentes System erster Ordnung.

Heute: Durchfiihrung fiir lineare Differentialgleichung

Nichtlinear: vollig analog.

Lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung

A
Gesucht y: D — R, D C R mit

(¥ 0)+ ana D0 + - + a0+ aol0y(t)= b1

mitag: D — R, k=0,...,n— 1 stetig. Thfwmoy"”'/a’[



Lineares Differentialgleichungssystem

Gesucht : Funktiony: D — R"”, D C R mit

y'(t) = A(t)y(t) + b(t)

genauer: Bei bekannten A und b wird gesucht y mit

y1(t) ai1(t)  a2(t) ... ain(t) y1(t) b1(t)
y/(t) = yé-(t) _ a21_(75) a22.(75) - a2n.(t) . ?Jz_(t) n bz-(t
) \an®) an® . aw®) \w®)  \bu®
Bei gegebener Dgl. n-ter Ordnung definiere s e
y1(t) @ ¢ \jwméia,/ubsofﬁmn
(yz(t)\ ( _3_/_/@)_2— 25! ’
y(t):= | uslt) | = y (1)
\yn.(t)/ \y(”‘.”(t)/
we <~
jLS“C [



Dann gilt:

y'(¢) ya(t)
(G ([

y'(t) = f =

Schreibe Dgl /

in explizite Form um:

A /2 [,
v = —an (Y~ — a0y — aolt)y + b(1)
y(t) y2(t) N
( y”(t) \ ( yg(t) \ G
Dann gilt y'(t) = ( 51> _ 5 n |
Y\ (t) Y (1) N
@) K = Tey- ""AYI‘ c"2"///-* e = an-4-7(74/) b ()

__ao")‘,l—'a,{*f)\-—"" —-.aa-'/fyn &+ lo{-é)4



Ziel: y'(t) = A(t)y(t) + h(t)

y(t)
( y'(t) \

y'(t) = (5)()
y" (¢
\ ")

({0 / 0
o 0 1 O
0O ... ... 0
\a e

=: A(t)y(t) + h(t).
— ?

¢

/

(CoN
0

\ t:-)H)J



Beispiel: Schreiben Sie folgende Anfangswertaufgabe in eine dquivalente An-

fangswertaufgabe fiir ein System erster Ordnung um

y"'(t) — y"(t) +2y'(t) — 3y(t) = 2t°e7 7, y(1)=1,y'(1) =4, y"(1)
\A ., / | i 4 é’ Zé3€_ é

— , S L B 22 (£) +49 (¢) +

0 < §*> P e



Teil 2: Separierbare Differentialgleichung

y (k) €Iy
Zur Erinnerung: Skalare Differentialgleichung erster Ordnung
/ /

F(y'(t),y(t),t)=0  bzw.  y'({) = f (¢t y(t))

e DGL'n oft nur numerisch |6sbar

e spezielle Typen auch analytisch |osbar

Letzte HU geldst: lineare Dgl y'(t) = a(t)y(t) + b(t)

Heute: Separierbare DGL /Trennung der Variablen

< y’@ St) - gy(1)) i@) -g(y)>
e 4

Falls g(y) # 0: han gt pur hang b e
ob
yon % o b Vo4 7(“ .
r,:lchi &Kpljaf-é
Van ¢t

7

3’)’7'an 0\//(. ’ﬁi/ma m/g 7 &0\/ AN C Sm'/c) a\//d 0/4'7c, 7 ad/ e

a/’)(}(C‘/C. Si/lze.



Je2 |

0 = 10 = [y = [ s a 2=31¢

p— i — ) N )

9(y(1)” 9(y(t)) S = a@ 2/ j.g _ /(4
2 : - Ja . y/(hdt

Substitution Y :=y(¢), dY/dt =vy'(t), dY =y'(t)dt liefert ~— —0 ——
=,

(R

IS

Ugliche Kurzschreibweise

y'(t) = % = f(t)g(y) éﬁz) _}(t) dt




Beispiel 1: Ganz einfach

o 32;11—-;/ - ﬂ?*k" = ;—k\‘zv Vs kg = ey
| A

—> JA?JY_—_.JAJCC&L- _— - “]]-\'}" = % +L(

"

e B} /

*__—_-:-5__/"\; - iuu ST V21 A/chmuh.c [=suny

- 3 ke R | mit
k4 -t
!
5(0) > Cj - — é_ — t =- ¢
7/(6’) = § - ______‘9:______ Nu- c/a%;,;'r,/f {{;/




Beispiel 2) /Iy’(t) + 2y(t)y'(t) — 2t = 0, y(2) =0

Sortieren: LS/ (h) ( = 1:35&)> — 2k

dy ol o4 (k)

A = e 23f°</ | (nr2y)
2 (N + %) dy . ‘fCZ: 2t /"ﬂ

=1+ 2y)dy = Dt
=Syt =t +C <= y* My —t*-C=0 6=z ¢

1 1 > [
<:>y=—§i\/t2+c+1 A ey - Forme

_ L > Y4c=0 = c=-y
Also kommt nur das/Pluszeichen vor der Wurzel in Frage und zwar mit ¢ = —4.
Es ist also y(t) = — 2 + \/t2 — 4+ 7
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Beispiel 3)

2t

/:—7 0) = —3
Y g+%t2 y()

Sortieren: /\
\"j 7

L\-j - ﬂ (/"'f' {"2') - —__/’_*bzﬂ = T Aii’z
l'cfch \
Sep” @J

1t Jy Ll o bl L

— = 7§ ()

A4_é__ Ao 2(6)

- Zé L 5 A .\!2_ CJ“ /)
/\g 7 1t2 c{é :‘870{/ __———__>Q/V\(/1+£)4C: = ‘;TZ :2(0
Mt y(0) = 2t 8)eC AT g g

Mit y(0) = —3 folgt die Bedingung: Joeys 4 Vm

y(O) — i\/QIMM)—I—C :Ef‘_)\ﬁ: —3 @ gé%_ I (Jul) +<

Also dieses Mal das Minuszeichen und ¢ = 9 und

y(t) = — /2In(1 + £2) + 9.
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Transformation auf separierbare DGL
Bestimmte Typen konnen auf separierbare DGL transformiert wer-

den, z.B

, . ] / V
v
Typ A: v/ = f(¥)

d x >{:
(t)

Mit Hilfe der Substitution | wu(t) := T/) o4l Yl ][(
s ucl

u”"541’£’” i U-

wird die Dgl auf eine separierbare Dgl transformiert. .c4). ¢ - g(¢)
o/ (k) = w/(#) g utd)

Typ B: v/ = f(at+ By(t) + ) el
RS
wobei o, B, v € Rund a+ f(at + By(t) +v) # 0. f?: E((:j :;

Transformation auf separierbare Dgl Mit Hilfe der Substitution
u(t) == at + By(t) +7
SV I T
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Beispiel zum Typ A )

2ty(t)y'(t) = t° + 3(y(1))",

—
E——

Zunichst stellen wir um nach 4 um den Typ zu erkennen

:5/ (&) =

‘jx ('t>,:

JCL
2Ey

L. 4
-

— -+

_f.

UM s (lly(."é-(h (n

Substitution:

. Ausdvirecke

9%

——-—l——._——.-—.‘

2€&y

?ﬁl' u:J((U*)

u(t) ==Y — y(t) = u(t) -t = ¢/(t) =
Dal: /() by ow) = L4+
& W) b gt
u"“') = J;T Tf'(_g)_* %U\Cé)
t
I pr vt 4
Jdt Z o ¢

dly o

t>1,y(1) = 2.
&
30N
5= 4 J*;" rTx
7 )
= L

iy by wll)

w () /_, w (¢)

A —+ U)-[H
2w ()
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N4 u” -Ié: - _—{;
B A P 1
A4t t
j‘i;uz Jw = J J¢
W//M;\/’/ In (E) + €
ne ?

C
gaet ot
—u%
5({5,..Jc
5(1):i\ic_/{ ::'Z
T~
= 4+ VY

> 4 Zichen und

b(t’):_}rkm C,A;L{:)C—ILLS'




Beispiel zum Typ B) (Alte Klausuraufgabe)

Bestimmen Sie die Losung der Anfangswertaufgabe
ab1Bys?
y' = exp(t —2y)+0.5, y(0) = 0.

Uberpriifen Sie lhre Losung durch Einsetzen in die Differentialgleichung.
LOosungsskizze:

Typ: ¥/ (t) = f(at + By(t) + ) mit

a =/ B=—~2 N =

L2y
flat+Byt) +v) = f(Ni-2y.0)= ¢ L 4
/
u(t) ==at+By(t) +v = €-% [0 =& 1] et
U'L_yc"? Su‘f'u
/ p— / — ﬂ—-Z—\ /(é) z)j( MMS(}?/ OL\ay
u'(t) = o+ By’ (1) Y oot t

L‘VIO{LI U\msfl.,yg_f Liq
r.H uﬂ/\msdfmc!(_&

t -2y
U\/(é): /}—Z{;, .(_éj :/{_2[2’“41]:/’#260{_4

= 15



Fiir o + By/(t) =4-1[¢'+ 41 # 0 erhalten wir also

R - R
dt — v
U Lon B Lec
—> € = 2k+C F\,-__u_.ﬂm(ZJr)
sofermn  2k4C>7
| U:’»-—-‘»OJV‘("IE“\'C)
\I\I\-/ IAO\H'CM Q
— _2 = V\(Q—(’.-\-C
w=E - 23 =7 t D )
—> L1 Ww (atsc) = 23
| |
' =~ Q
\/(U) -G 3(0): Ji- [O-}-Q/Y‘(C)} =
e Qn(C):ng"'\(A)
f—1 < .._,4

W) = A Ly mben) .
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Uberpriifung der Lésung: Einsetzen in die Dgl

Linke Seite:

t 1 SR |
‘@)= (=+=In(1+2t)| ==
y' (1) <2+2n(+ )> 2+

rechte Seite

1
exp(t —2y) + 0.5 = exp (t —2- 5 (¢ + In(1 + 2t))> +

1
2
1

= exp/(t/—/— ln(1—|—2t))—|—% = GW(

Differentialgleichung (gerade gepriift)
und Anfangsbedingung (oben gepriift) sind also erfiillt.

1+ 2t))
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Typ

DGL

Losung/Subst

ggf. neue DGL

separierbar 9(t) = h(t) - g(v) fa%ﬁzzjVNﬂdt
Ahnlichkeits y(t) = f (@) u(t) := @ u = f(u)t——u
DGL separierbar
Ahnlichkeits | 3(t) = f(at + by(t) + ¢) u:=at + by(t) + ¢ 4 =a+bf(u)
DGL separierbar
Lineare DGL Yp(t) = a(t)yp () yp = ef a(t)dt separierbar
homogen Yh = eA(tH_k =y
Lineare DGL y(t) = a(t)y(t) + b(t) yp =y =c(t) - yg <— Ansatz
!
inhomogen ) - Yy = Db

y=c-yg +yp

Heusonfy- J;
Prasenzacf9 s
Zecr

Pr&f.S Lty Zan (_fj
2 b

/—-/amso‘“f{jaﬁyl
2
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