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Differentialgleichung n-ter Ordnung ⇐⇒ System erster Ordnung

Letzte HÜ behauptet: Jede Dgl n− ter Ordnung lässt sich umschreiben auf ein
äquivalentes System erster Ordnung.

Heute: Durchführung für lineare Differentialgleichung

Nichtlinear: völlig analog.

Lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung

Gesucht y : D → R, D ⊂ R mit

y(n)(t) + an−1(t)y
(n−1)(t) + · · · + a1(t)y

′(t) + a0(t)y(t) = b(t)

mit ak : D → R, k = 0, . . . , n− 1 stetig.
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Lineares Differentialgleichungssystem

Gesucht : Funktion y : D → Rn, D ⊂ R mit

y′(t) = A(t)y(t) + b(t)

genauer: Bei bekannten A und b wird gesucht y mit

y′(t) :=


y′1(t)
y′2(t)

...
y′n(t)

 =


a11(t) a12(t) . . . a1n(t)
a21(t) a22(t) . . . a2n(t)

... ... ... ...
an1(t) an2(t) . . . ann(t)

 ·

y1(t)
y2(t)

...
yn(t)

 +


b1(t)
b2(t)

...
bn(t)


Bei gegebener Dgl. n-ter Ordnung definiere

y(t) :=


y1(t)
y2(t)
y3(t)

...
yn(t)

 :=


y(t)
y′(t)
y′′(t)

...
y(n−1)(t)


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Dann gilt:

y′(t) =


y′(t)
y′′(t)

...
y(n−1)(t)
y(n)(t)

 =


y2(t)
y3(t)

...
yn(t)
y(n)(t)


Schreibe Dgl

y(n) + an−1(t)y
n−1 + · · · + a1(t)y

′ − a0(t)y = b(t)

in explizite Form um:

y(n) = − an−1(t)yn−1 − · · · − a1(t)y
′ − a0(t)y + b(t)

Dann gilt y′(t) =


y′(t)
y′′(t)

...
y(n−1)(t)
y(n)(t)

 =


y2(t)
y3(t)

...
yn(t)

 +
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Ziel: y′(t) = A(t)y(t) + h(t)

y
′
(t) =


y(t)

y′(t)
...

y(n−2)(t)

y(n−1)(t)


′

=


y′(t)

y′′(t)
...

y(n−1)(t)

y(n)(t)




0 0 . . . 0 0

0 0 0 . . . ...
... . . . . . .
... . . . 0

0 . . . . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . .




y(t)

y′(t)

y′′(t)
...

y(n−1)(t)

+


0

0
...

0

. . .



=: A(t)y(t) + h(t) .
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Beispiel: Schreiben Sie folgende Anfangswertaufgabe in eine äquivalente An-
fangswertaufgabe für ein System erster Ordnung um

y′′′(t)− y′′(t)+ 2y′(t)− 3y(t) = 2t3e−t , y(1) = 1, y′(1) = 4, y′′(1) = 9.
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Teil 2: Separierbare Differentialgleichung

Zur Erinnerung: Skalare Differentialgleichung erster Ordnung

F (y′(t), y(t), t) = 0 bzw. y′(t) = f (t, y(t))

• DGL’n oft nur numerisch lösbar

• spezielle Typen auch analytisch lösbar

Letzte HÜ gelöst: lineare Dgl y′(t) = a(t)y(t) + b(t)

Heute: Separierbare DGL/Trennung der Variablen

y′(t) = f(t) · g(y(t)) = f(t) · g(y)

Falls g(y) 6= 0:
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1

g(y(t))
y′(t) = f(t) =⇒

∫
1

g(y(t))
y′(t) dt =

∫
f(t) dt

Substitution Y := y(t), dY/dt = y′(t), dY = y′(t)dt liefert∫
1

g(Y )
dY =

∫
f(t) dt

Übliche Kurzschreibweise

y′(t) =
dy

dt
= f(t)g(y) =⇒ dy

g(y)
= f(t) dt
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Beispiel 1: Ganz einfach

y′(t) = t y2(t), y(0) = 1
2
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Beispiel 2) y′(t) + 2y(t)y′(t) − 2t = 0, y(2) = 0

Sortieren:

⇐⇒ (1 + 2y)dy = 2tdt

⇐⇒ y + y2 = t2 + C ⇐⇒ y2 + y − t2 − C = 0

⇐⇒ y = − 1

2
±
√
t2 + c+

1

4

y(2) = 0

y(2) = − 1
2 ±

√
22 + c+ 1

4 = − 1
2 ±

√
4 + c+ 1

4 = 0

Also kommt nur das Pluszeichen vor der Wurzel in Frage und zwar mit c = −4.

Es ist also y(t) = − 1
2 +

√
t2 − 4 + 1

4.
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Beispiel 3)

y′ =
2t

y + yt2
, y(0) = −3

Sortieren:

Mit y(0) = −3 folgt die Bedingung:

y(0) = ±
√

2 ln(1 + 02) + c = ±
√
c = −3

Also dieses Mal das Minuszeichen und c = 9 und

y(t) = −
√
2 ln(1 + t2) + 9.

11



Transformation auf separierbare DGL
Bestimmte Typen können auf separierbare DGL transformiert wer-

den, z.B.

Typ A: y′ = f(yt)

Mit Hilfe der Substitution u(t) := y(t)
t

wird die Dgl auf eine separierbare Dgl transformiert.

Typ B: y′ = f(αt+ βy(t) + γ)

wobei α, β, γ ∈ R und α+ βf(αt+ βy(t) + γ) 6= 0.

Transformation auf separierbare Dgl Mit Hilfe der Substitution

u(t) := αt+ βy(t) + γ
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Beispiel zum Typ A )

2ty(t)y′(t) = t2 + 3(y(t))2, t ≥ 1, y(1) = 2 .

Zunächst stellen wir um nach y′ um den Typ zu erkennen

Substitution:

u(t) := y(t)
t =⇒ y(t) = u(t) · t =⇒ y′(t) =

Dgl.:
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Beispiel zum Typ B) (Alte Klausuraufgabe)

Bestimmen Sie die Lösung der Anfangswertaufgabe

y
′
= exp(t− 2y) + 0.5, y(0) = 0 .

Überprüfen Sie Ihre Lösung durch Einsetzen in die Differentialgleichung.

Lösungsskizze:

Typ: y′(t) = f(αt+ βy(t) + γ) mit

α = β = γ =

f(αt+ βy(t) + γ) = f( ) =

u(t) := αt+ βy(t) + γ =

u′(t) = α+ βy′(t) =
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Für α+ βy′(t) = 6= 0 erhalten wir also

du

dt
=
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Überprüfung der Lösung: Einsetzen in die Dgl

Linke Seite:

y′(t) =

(
t

2
+

1

2
ln(1 + 2t)

)′
=

1

2
+

1

2
· 2

1 + 2t
=

1

2
+

1

1 + 2t
,

rechte Seite

exp(t− 2y) + 0.5 = exp

(
t− 2 · 1

2
(t+ ln(1 + 2t))

)
+

1

2

= exp (t− t− ln(1 + 2t)) +
1

2
=

1

exp(ln(1 + 2t))
+

1

2

Differentialgleichung (gerade geprüft)

und Anfangsbedingung (oben geprüft) sind also erfüllt.
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Typ DGL Lösung/Subst ggf. neue DGL

separierbar ẏ(t) = h(t) · g(y)
∫ dy

g(y)
=
∫
h(t)dt

Ähnlichkeits ẏ(t) = f

(
y(t)
t

)
u(t) :=

y(t)
t u′ =

f(u)− u

t
DGL separierbar

Ähnlichkeits ẏ(t) = f(at + by(t) + c) u := at + by(t) + c u̇ = a + bf(u)
DGL separierbar

Lineare DGL ẏh(t) = a(t)yh(t) yh = e
∫
a(t)dt separierbar

homogen yh = eA(t)+k = cyH

Lineare DGL ẏ(t) = a(t)y(t) + b(t) yp = y = c(t) · yH ←− Ansatz

inhomogen c′(t) · yH
!
= b

y = c · yH + yp
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