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Klassifikation von Differentialgleichungen,
Lineare Differentialgleichungen Teil 1

Die ins Netz gestellten Kopien der Dateien sollen nur die Mitarbeit erleichtern. Ohne die
in der Veranstaltung/im Video gegebenen zusitzlichen Erlduterungen sind diese Unterlagen
unvollstandig (z. Bsp. fehlen oft wesentliche Voraussetzungen). Tipp— oder Schreibfehler, die
rechtzeitig auffallen, werden nur miindlich wahrend der Veranstaltung angesagt. Eine Korrektur
im Netz erfolgt NICHT! Eine Veroffentlichung dieser Unterlagen an anderer Stelle ist untersagt!



Was ist eine Differentialgleichung?

Bisher : algebraische Gleichungen — L&sungen : Zahlen /Vektoren
Jetzt : Differentialgleichungen — Losungen: Funktionen

Gesucht : Funktion y: I — R, I C R Intervall mit

Flt,y(), ' (), " (), .., 4@(#) =0  (implizite Dgl.)

oder

y(mM(t) = F(t, y(t),y' (t),y" (), ...,y (t)) (explizite Dgl.)

m = Ordnung der Differentialgleichung



Lineare Differentialgleichung

N jm%/‘lzfré

2 /1'25[‘
a0y () + aoly(t) + b(1) |

oder l(u/;bc S (Lyu’éb\f@'sa

y(m) = am_l(t)y(m_l) + ...+ ax()y” + a1 (t)y + ao(t)y + b()

homogen falls b(t) = 0 anderenfalls inhomogen



Beispiele:

4 A
by 'S+ 24— 1 =0 Ordnung= 4  linear? ,/  explizit /implizit
é\‘j’“}%ij“j ~4=0 o= A-<9
Y = T
2y + 2 1=0 Ordnung=,4  linear?/  explizit/implizit
- A-2Y
4 61&-25 S s
4(Y ’>: exp(t —2y) + 0.5 Ordnung=/ linear? e =explizit/implizit
exp (£-2y)

4.y (t) — 4y () = 2 lesin)mcbnesl sin(t)
D S
b(t) #0 Ordnung= "3 linear? / explizit fimplizit

—_—

—2(,{_5 Q‘Aa\/'ﬁ":’)t l/,omo\‘)tng CDSL
(E) — 4y/(t) =0

n — te Ordnung <= System erster Ordnung

Also hier nur erste Ordnung! Zunichst skalare Differentialgleichung.



Z
Gesucht : Funktion y: D — R, D C R mit

y'(t) = f(t ylt))

Beispiel:
Differentialgleichung wxplizite Form
tey —y—1t2=0 oder ¥y (t)=1yt)+t t>1

Eoylth) — aky _L% o — L
Beh.: Jede Funktion  y(t) = ct + 2, ¢ € R erfiillt die DGL

Nachweis: :)f(ic) _ el o
Lo (6 = <+2k
Am(e)wc - %(cw&)w SR

— 1.d.R. unendlich viele L6sungen!
—> Anfangs- oder Randwerte nétig (AWe/RWe)

M

Physikalisch klar: Geschwindigkeit bekannt — Ort?



e DGL'n oft nur numerisch |6sbar

e spezielle Typen auch analytisch |osbar
r—f\_/-\/

Lineare DGL 1.0rdnung (y’(t)): a(t)é/(t))il—b(t)

Zugehorige homogene DGL : y; (1) = a(t)yn(t)

Inhomogenitat : b(¢) additiver Term der kein y enthalt

Eingangsbeispiel:  y/(t) = T y(?) @ t>1

Also
alt)= 4 b(t) = £
&
Zugehorige homogenen DGL : j)h (L) = i{ggh(é) Jr@



Vorgehen fiir Lineare DGL 1.0rdnung
Variante 1, Vorlesung Seiten 9-12 (Dort andere Herleitungsmethode)

Zunachst die allgemeine L'cisgng der homogene Differentialgleichung J* hiudioe
. y L)) [ =9 )

t f Ju [
y%@)__aU%wAt)¢_jﬁxégﬁﬁfmt)Jl = fﬁﬁ;a[ () Jt I
W

4
PRI
lm<]U\l): EOA(HCHZ<:> In ’yhl = fa(t)dt W tyh]: ef a(t)dt _ BA(fZi_f —

ALE) k™ h du :Cikgv’:({)
Wobei A'(t) = a(t). e ¢ 0
— Yo (b <t A ()= ce ce R
z [ C = O
Jetzt die inhomogene Differentialgleichung Yo ) {/{‘/’; ~

Definiere B* iiber (B*(t)) = e=4®) . b(¢)

Dann sind alle Losungen von 4'(t) = a(t)y(t) + b(t) gegeben durch

y(t) = e (B*(t)+0), mit A'(t) = a(t), (B*(t)) = e W.b(t), C € R




Anwendung auf unser Beispiel: y/(t) = %y(t) +t

m mit A’ ), (B

a(b)=4 /m;):jgcu 2 B
/ A
(2¥m)’ MY L L.

“(1)) = e~ AW.p(t), C € R
(é)ézﬂ_/lﬁ__]c



Variante 2, Variation der Konstanten

e Bestimme allgemeine Lésung der homogenen Gleichung:

d d
d—i = a(t)y(t) <= Zy = a(t)dt Siche Sebe Foober
Il = falir— = SO = A
Ty (€)

Exakt wie oben |  yn(t) = c-ygu(t)

—_—

Wobei |y (t) = a(t) - yu(?)

e Bestimme eine (spezielle/partikuldre) Lsg. y, der inhom.Aufg.

— Uber Variation der Konstanten. Zu cr /U//w

o
Ansatz | yp(t) = c(t)ym(t) YW= a(t)y, 0+ b (£

e
=

Zu erfiillen: y/, — a(t) - y, = b(t)

Froge w28 wahkle Jomi 4 das qill ¢ :



integriere — ¢(t)

Einsetzen in Ansatz — y,(?)

e Setze zusammen zur allgemeinen Lésung der inhomogenen Dgl.

y(t) =yn(t) + yp(t) =c-yu(t) +yp(t) ceR
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Anwendung auf unser Beispiel: y/(t) = 1 y(t) + ¢

lyhl: efa(t)dt: ef%dt: eln(t)—|—k: é/@"(é) ¢L< jh({')” C-é
w—vz e = CWhp )
t) =t

Ahso\{a yH() Q(LOHJ“ ES!(U:%%(L:G)

yp(t) = c(k) b h
w ev ballea | /
o I(tyu(t) = bt) <= ' (}) //_ L ) =

/ Z. 8. C(-@)::%

yp(t) = <O (L) = R

Allgemeine Losung der Differentialgleichung

y(t) = yn(t) +yp(t) = < - L

Bei gegbenem Anfangswert, z.B. y(1) = 3:
2 |
3((7) - b4t” Lésah\j Jer

/‘}m/wzjﬁww Fou fgcbe



3
Beispiel 2) A/ :@y + {27
L)

Variante 1) Vorlesung

y(t) = e (B*(1)+C), mit A'(t) = a(t), (B*(t)) = e W.b(t), C € R
3
At)y=alt)= t° 2R )= %
A(L):J%ZCH A
B A L
e B =) = e 2 LT 7 LY
() - L
7 . B Fﬁy(w %3
oo
i )
9 (E) = Q/H) ( Bﬁ(é)—lc) = CLE *C>
| e
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Variante Il) Variation der Konstanten: Y, () = e a(t) =t

. 2 t3 t3
Wie oben|y;|= e/ ©' = eg“‘“ — Yy =C-yg @
/3 — —
< .e

—

Ansatz | y,(t) := c(t)ym(t)

Ansatz erfiillt DGL y' = t? .y + t?es

Il L

wenn | (t)ym(t) =b(t) |

2
P 2t
zu erfiillen: c/(é)//; £

3

Zum Beispiel: ¢(t) = % — yp(t) —

Setze zusammen zur allgemeinen Losung der inhomogenen Aufgabe.

Y(t) = yp(t) +yn(t) = yp(t) + ¢ yn(t) c€R.




f

R—

Allgemeine Losung der inhomogenen Aufgabe

3 3

y(t) = yp(t) + yn(t) = yp(t) + c-yu(t) = (§ +cles ceR.

Ist zum Belsplel der Anfangswert y(0) = 1 vorgegeben, erhdlt man 3
) [ E /{> <
< <) = < =4 ((6) =(5+4) ¢

Ist dagegen zum Beispiel der Anfangswert y(3) = 1 vorgegeben, erhilt man
3
Y

3 37 |
y(3):<3—3— +C>@ ’ - QS*C> e,f) = A
&)\

3 —
:\J)(é): (%_\_&3—v00>6
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Uberpriifung von Lésungen/Linearitét

Beh.: z = 2 I8st 2° — 223 — 16 = 0.

__,_,,a—-—'——""""._-““-\,_‘_______._.—-—-.

Beweis ? £ s ¢ few

Beispiel A)

Beh.: y1(t) = e! und ys(t) = €% |6sen beide die Differentialgleichung
(B -3/ () 28 (=S

y' =3y +2y=10

1
!
|
|
|
|

Nachweis: | )t
E ‘ i’)z('l:) = C

&31((@ =< | / 5 2k

0=t i © 28

- \ V4
‘RO \ 3/ (k) Ve
£ 3 L
Dyl: ot _3efy 2ef-0 S et st 2o
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Beh.:Sind y; und y, zwei Lésungen der Dgl. so l6st auch
y(t) = () + C, yo(t) die Dgl. y — 3y +2y =(0 )

Beweis:
/
- . // 3
y1 ist Losung:  v," -3y, 2% f,= =3
Yo ist Losung: \]2// — 372/ ~ 21130/
Zuerfiillen: v/ — 3y’ +2y = 0
y(t) =y1(t) +ua(t) = y/(t) =i (t) +yb(t) = " (t) =<y (t) +cyb(t)

Dgl.:

Vi
Cﬂ\s/—f A ~ 3 (643 n/-i' €2 2/ ) ¥ 2[44 A Az)

@BA// “C«gkb/* C*23A> A (Cz\ﬁ//Z‘ C\:B V\;f“ C&HB?’) = 0O

/’\/—/—\ /\C_
2 v «/
Y /2 Ca (y, _3 / 2%,)
»/ﬁ//ﬁ
— 4 O

O
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Beispiel B)
y1(t) = e' + 1 und y5(t) = e? + 1 lésen beide die Differentialgleichung

y”—3y’+2y=€

Nachweis: Einsetzen. Lost y(t) = y1(t) + y2(t) ebenfalls die Dgl. ?
/
Yy ist Losung: W, — 39, YEd= 2
4
Yo ist Losung: Dy = SNy 9. :L//

y(t) = yu(t) + y2(t) = ¥'(t) = v1(t) + 95(t) = y"(t) = v/ (t) + w5 (?)

y"' — 3y + 2y = )
3/1{/‘{’ 3;/’ - 3511 '"3‘3?_/ 4 2L+ SN =
/ 7 /
(o) =3 429 ) 4 (0 Z3v, 4292 h&zif
. -f_//—\r\
D Y 2



Beispiel C)

y1(t) und yo(t) seien zwei nicht identisch verschwindende L&sungen der
Differentialgleichung, — nicht linear

y'(t) — (y(t))¥= 0

Lost y(t) = y1(t) + y2(t)1ebenfa||s die Differentialgleichung?

W, ist Lesuans= g0 (3,00)7 SI
W st LEsues= g (0 (3,00)7
PN

Dyl. far % =945 kasdel

/ 3 [ / 3 ¢+ 3 3 2 N 3
j - @) = 5»*52 — (Hary2) = Lgi '*éj ;§A+35A3L+35A‘5;+§3>

l
Z Ll
= —330 v, - Ben] = =Sopa, (a,ryy) =°

=0
_S&LL nu’ W ¢hn o, R
\ot'."t,sa & Lss Wwa e Jdawr Dl

ichy (o7

vund: Die @\j[ is4 n;'cé/ (inca~r
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