Fachbereich Mathematik der Universitat Hamburg WiSe 2023/2024
Dr. Hanna Peywand Kiani

Horsaaliibung 2 Differentialgleichungen | fiir Studierende
der Ingenieurwissenschaften

Klassifikation von Differentialgleichungen,
Lineare Differentialgleichungen Teil 1

Die ins Netz gestellten Kopien der Dateien sollen nur die Mitarbeit erleichtern. Ohne die
in der Veranstaltung/im Video gegebenen zusitzlichen Erlduterungen sind diese Unterlagen
unvollstandig (z. Bsp. fehlen oft wesentliche Voraussetzungen). Tipp— oder Schreibfehler, die
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Was ist eine Differentialgleichung?

Bisher : algebraische Gleichungen — L&sungen : Zahlen /Vektoren
Jetzt : Differentialgleichungen — Losungen: Funktionen

Gesucht : Funktion y: I — R, I C R Intervall mit

F(t,y@t),y' @),y #t),...,y™ @) =0 (implizite Dgl.)

oder

y(mM(t) = F(t, y(t),y' (t),y" (), ...,y (t)) (explizite Dgl.)

m = Ordnung der Differentialgleichung



Lineare Differentialgleichung

Ap()y™(t) + ...+ As()y" () + A(t)y' () + Ao()y(t) = b(t)

bzw.

yM(t) = am—1(y I + L+ an()y' () + ao(t)y(t) + b(t)

oder

Yy = ap1 (Y™ + L+ a()y + ar()y + ao(t)y + b(t)

homogen falls b(¢) = 0 anderenfalls inhomogen



Beispiele:

t-y' +2y—1=0 Ordnung= linear?
2.y +2y—1=0 Ordnung= linear?
y' = exp(t —2y) + 0.5 Ordnung= linear?

y"' (1) — 49/ (t) = €2 -sin(t) + e 2! - sin(t)

Ordnung= linear?

y"(t) —4y'(t) = 0

n — te Ordnung <= System erster Ordnung

explizit /implizit

explizit/implizit

explizit/implizit

explizit /implizit

Also hier nur erste Ordnung! Zunichst skalare Differentialgleichung.



Gesucht : Funktion y: D — R, D C R mit

y'(t) = [ (¢ y(t))

Beispiel:

Differentialgleichung

toy —y—t2=0 oder y'(t)=7y(t)+t t>1
Beh.: Jede Funktion  y(t) = ct + t2, ¢ € R erfiillt die DGL

Nachweis:

— 1.d.R. unendlich viele L6sungen!
—> Anfangs- oder Randwerte nétig (AWe/RWe)

Physikalisch klar: Geschwindigkeit bekannt — Ort?



e DGL'n oft nur numerisch |6sbar

e spezielle Typen auch analytisch |osbar

Lineare DGL 1.0Ordnung | ¢/(t) = a(t)y(t) + b(t)

Zugehorige homogene DGL : y; (1) = a(t)yn(t)

Inhomogenitat : b(¢) additiver Term der kein y enthalt

Eingangsbeispiel:  y/(t) = s y(t) + ¢ t>1
Also
a(t) = b(t) =

Zugehorige homogenen DGL :



Vorgehen fiir Lineare DGL 1.0rdnung
Variante 1, Vorlesung Seiten 9-12 (Dort andere Herleitungsmethode)

Zunachst die allgemeine Lésung der homogene Differentialgleichung

)i yn(t)
yp,(t) = a(t)yn(t) = O a(t)

> Inlyp| = [a(t)dt — yp, = ) oWdt = ADFE —

Wobei A'(t) = a(t).

Jetzt die inhomogene Differentialgleichung
Definiere B* iiber (B*(t)) = e=4®) . b(¢)

Dann sind alle Losungen von 3/(t) = a(t)y(t) 4+ b(t) gegeben durch

y(t) = e (B*(t)+0), mit A'(t) = a(t), (B*(t)) = e W.b(t), C € R



Anwendung auf unser Beispiel: y/(t) = 1 y(t) + ¢

y(t) = e (B*(t)+0), mit A'(t) = a(t), (B*(t)) = e *W.b(t), C € R



Variante 2, Variation der Konstanten

e Bestimme allgemeine Lésung der homogenen Gleichung:

% = a(t)y(t) < d_yy = a(t)dt

= Inly| = [a(t)dt — yj, = eJ 4D = ADFE —

Exakt wie oben |  yn(t) = c-ygu(t)

Wobei |y (t) = a(t) - yu(?)

e Bestimme eine (spezielle/partikuldre) Lsg. y, der inhom.Aufg.

— Uber Variation der Konstanten.

Ansatz |  y,(t) = c(t)yu(t)

Zu erfiillen: y/, — a(t) - y, = b(t)



integriere — ¢(t)

Einsetzen in Ansatz — y,(?)

e Setze zusammen zur allgemeinen Lésung der inhomogenen Dgl.

y(t) =yn(t) +yp(t) =c-yu(t) +yp(t) ceR
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Anwendung auf unser Beispiel: y/(t) = 1 y(t) + ¢

Un = o a®)dt — [ 3dt _ JIn(t)+k _

yu(t) =

yp<t) —

Allgemeine Losung der Differentialgleichung

y(t) = yn(t) + yp(t) =

Bei gegbenem Anfangswert, z.B. y(1) = 3:
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3
Beispiel 2) ' = 2.y + {27

Variante 1) Vorlesung

y(t) = eM(B*(1)+0),

mit A'(¢) = a(t), (B*(#)) = e~ A®.p(t), C € R
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Variante Il) Variation der Konstanten:

: 2 £3 £3
Wie oben yj, = ef 17t = 3tk —sSyp,=cCc-yg =c-e3

Ansatz | y,(t) := c(t)yu(t)

3
Ansatz erfiillt DGL y = 12y + t27

wenn | ' (t)ym(t) =b(t) |

zu erfiillen:
Zum Beispiel: c(t) = = y,(t) =
Setze zusammen zur allgemeinen Losung der inhomogenen Aufgabe.

3

t3

y(t) = yp(t) + yn(t) = yp(t) + ¢ yu(t) = (5 +c)eT  ceR.

3
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Allgemeine Losung der inhomogenen Aufgabe
¢3 £3

y(t) = yp(t) + yn(t) = yp(t) + c-yu(t) = (§ +c)es c e R.

Ist zum Beispiel der Anfangswert y(0) = 1 vorgegeben, erhdlt man

y(0) =

Ist dagegen zum Beispiel der Anfangswert y(3) = 1 vorgegeben, erhdlt man

y(3) =

14



Uberpriifung von Lésungen/Linearitét
Beh.: = 2 I6st 2° — 223 — 16 = 0.

Beweis 7

Beispiel A)

Beh.: y1(t) = e und y2(t) = €% |6sen beide die Differentialgleichung

y' =3y +2y=0

Nachweils:
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Beh.:Sind 47 und vy zwei Losungen der Dgl. so l6st auch
y(t)=  wn(t)+  yo(t) dieDgl. y" =3y +2y = 0

Beweis:

y1 ist Losung:

Yo ist Losung:

Zuerfiillen: v/ — 3y’ +2y = 0

y(t) = () + y2(t) = y'(t) = yi(t) + va(t) = y"(t) = ¥i(t) + v (1)

Dgl.:
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Beispiel B)

y1(t) = e' + 1 und y5(t) = e? + 1 lésen beide die Differentialgleichung
y' =3y +2y =2

Nachweis: Einsetzen. Lost y(t) = y1(t) + y2(t) ebenfalls die Dgl. 7

Y1 ist Losung:

Yo ist Losung:

y(t) = ya(t) + 12(t) = (1) = pi(t) + y2(t) = y"(t) = 91’ (t) + w2 (1)

y"' =3y + 2y =
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Beispiel C)
y1(t) und yo(t) seien zwei nicht identisch verschwindende L&sungen der

Differentialgleichung,
y'(t) = (y(t))* = 0

Lost y(t) = y1(t) + y2(t) ebenfalls die Differentialgleichung?
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