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Aufgabe 1) ( 3 + 4 Punkte )

Bestimmen Sie die Losungen der folgenden Anfangswertaufgaben

a)
1 + cos(z)

V@) =

b)
2%y () — xy(x) — Sy(x) = 0 fur z > 1, y(1) =0, y'(1) = 6.

Losung:

a) Es handelt sich um eine separierbare Differentialgleichung.Fiir y # 0 rechnet man

% = H%S(m < y%’dy = (1 + cos(x))dx. (1 Punkt)
Und damit

[y*dy = [(14 cos(z))dx < %—3 = x +sin(z) + C

= y(x) = {3z + 3sin(z) + 3C. (1 Punkt)

y(0) = 0+ 3sin(0) +3C =3 < C'=9. (1 Punkt)

Also y(z) = \3/395 + 3sin(x) + 27.

b) Es handelt sich um eine Eulersche Differentialgleichung. Mit dem Ansatz y(z) = z”
erhélt man

2 or(r—1a"% —x-ra" " —8" = 2" (r? —2r —8) =0 (1Punkt).
Also fiir x > 0:
P2—2r—8 =0 (r—12-9=0<>r—1=4+V/0 < r=-2Vr=4
Die allgemeine Losung lautet: y(x) = 1072 + cont. (2 Punkte)
Aus y(1) =c1 + ¢ L 0 erhilt man c1 = —Cy.

Mit o/ (z) = —2c,273 + 4epx? liefert die zweite Anfangsbedingung dann
y'(1) = —2¢1 + 4dey = 6co 16— cg=—c =1 (2 Punkte)

und

y(z) = 2t — 272,
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Aufgabe 2 (4 Punkte)

Gegeben sei das Differentialgleichungssystem

v = (5 o) v

Bestimmen Sie ein reelles Fundamentalsystem und eine reelle Darstellung der allgemeinen
Losung des Differentialgleichungssystems.

-2 =3\
det( 3 _)\>—/\+9.

Losung 2:

Die Eigenwerte der Systemmatrix sind gegeben durch

M = -9«<= )\ =43i. (1 Punkt)

Den Eigenvektor zu A; = 3¢ erhalten wir als Losung des Gleichungssystems

(3 5) ()= 6)

Jeder Vektor mit 2z, = —iz; erfiillt das System. Wir kénnen also zum Beispiel (1,—7)7
wahlen. Der konjugiert komplexe Vektor ist ein Eigenvektor zu Ay = —3¢.

Damit erhalten wir das komplexe Fundamentalsystem

u(f) = 3t (f@) Cw() = e (i) |

Ein reelles Fundamentalsystem ist zum Beispiel gegeben durch

Y (1) = (y(6), y? (1)) = (Re(w (), Im(u(t)). (1 Punkt)

Wegen w (t) = (cos(3t) + i - sin(3t)) - (_11> = (iczsc(j:zg—;): iﬁg?))

erhalt man

v = () vt = ()

und die allgemeine Losung

y(t)=cryt) + oy (1), c1, ¢2 € R bzw. C. (2 Punkte)
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Aufgabe 3: (5 Punkte)
Gegeben ist die folgende Differentialgleichung vierter Ordnung

"

y () + asy” () + azy (t) + a1y (t) + aoy(t) = 0 (1)

mit reellen Koeffizienten ag,aq,as,a3 € R. Untersuchen Sie fiir jede der folgenden Mengen
von Funktionen, ob sie (bei geeigneten Koeffizienten ag,a,as,a3 € R) ein Fundamental-
system fiir den Losungsraum der Differentialgleichung sein kénnen?

Begriinden Sie Thre Antworten.

a) M= {yi(t) = e, ya(t) = €, y3(t) = "}

b) My = {yi(t) = ', p2(t) = €, y3(t) = €*, yu(t) = *'}.

c) My = {yi(t) = 1, po(t) = t, ys(t) = €, yu(t) = e *'}.

d) My = {yi(t) = €', y2(t) = sin(2t), ys(t) = e™", pu(t) = €'}

Losung: (14+1+1+42 Punkte)

a) Da der Losungsraum die Dimension vier hat, kann M; kein Fundamentalsystem fiir
(1) sein.

b) Komplexe Losungen linearer Differentialgleichung mit konstanten reellen Koeffizienten
tauchen immer paarweise konjugiert komplex auf! Daher kann M, kein Fundamental-
system fur (1) sein.

¢) Mj ist ein Fundamentalsystem fiir (1) mit passenden Koeffizienten.

Nicht von den Studierenden verlangt: Das charakteristische Polynom wére
P()\) = \2(\? — 4), die Differentialgleichung also y"(t) — 4y"(t) = 0.
d) M, kann kein Fundamentalsystem sein. Denn es gilt zum Beispiel:

e? — 72" = 2isin(2t). Der durch die Funktionen aus M, aufgespannte Raum hat

nur die Dimension drei.



Differentialgleichungen I, WiSe 2022/23, 06.03.2023, Lésungen (Behrens/Kiani) 5

Aufgabe 4: (3 Punkte)

Entscheiden Sie ohne Kenntnis der Zahl v € R, fiir jede der folgenden Matrizen Ay, k =
1,2,3, ob die Nulllosung ein stabiler oder ein instabiler stationirer Punkt (Gleichgewichts-
punkt) des Differentialgleichungssystems & (t) = A (t) ist.

Begriinden Sie Thre Antworten.

2 4 0 v 10 10 0
0 0 -2 0 0 1 0 ~ O

Losung: (1+1+2 Punkte)

Die Matrix A hat den einfachen Eigenwert Null und den doppelten Eigenwert -2. Die
Gleichgewichtspunkte sind stabil.

Die Matrix A, hat unter anderem den Eigenwert 1. Alle Gleichgewichtspunkte sind insta-
bil.

Die Matrix A3 hat das charakteristische Polynom
P(A) = (=1 =) (X +7?)
und somit die Eigenwerte —1, —iy, .

Fir v # 0 gibt es keinen Eigenwert mit positivem Realteil.Die Eigenwerte mit Realteil Null
sind einfach. Alle Gleichgewichtspunkte sind stabil.

Fir v = 0 gibt es keinen Eigenwert mit positivem Realteil. Der Eigenwert A = 0 ist
algebraisch doppelt. Zur Priifung der geometrischen Vielfachheit rechnet man

-1 0 0
(A=X)v= |0 00|lv =0
0 00

und erhélt zum Beispiel mit die Eigenvektoren (0,1,0)7 und (0,0,1)". Die geometrische
und die algebraische Vielfachheit des Eigewerts mit Realteil Null stimmen {iiberein. Die
stationdren Punkte sind also stabil.



