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Aufgabe 1: (3 Punkte)

a) Geben Sie an, welche der folgenden Differentialgleichungen separierbar, linear, Ber-
noullisch oder Riccatisch sind.

() o/(8) + cos(ty(t) = e~*sin(t
(i) /() = (1+y(t) ( sin(t )

(iti) o'(t) + t*y(t) — 2y(t)° =
(iv) o' (t) — 2y(t) + e ty(t)?> = 1 +sin(t).

b) Geben Sie eine Substitutionen an, die die Bernoullische Differentialgleichung aus a)
in eine lineare Differentialgleichung iiberfiithrt. Wie lautet die durch die Substitution

erhaltene neue Differentialgleichung?

Hinweis: Sie miissen die Differentialgleichungen nicht 16sen!

Losung 1:

a) (2 Punkte)

(i) Linear.
(ii) Separierbar.
(iii) Bernoullisch.

(iv) Riccattisch.

b) (1 Punkt)
Mit @ = 5,a = t> und b = 2 und v = y'™* = y~* erhilt man fir v die
Differentialgleichung
u'(t) — dt?u(t) = —4-2 = —8.
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Aufgabe 2: (5 Punkte)

a) Priifen Sie fiir jede der folgenden Differentialgleichungen, ob sie exakt ist.
(i) 26%y(t)° + (2%y(t)* + %) y'(t) = 0.
(i) 2ty()* + (4y(t)* + 42y ()°) y'(t) = 0.

b) Bestimmen Sie fiir die exakte Differentialgleichung aus Teil a) ein zugehériges Potential
und die allgemeine Losung.

Losung:

a) (i) 20%(t)’ + (26%(t)* +*)y' = 0.
Mit g(t,y) = 2t*y® und h(t,y) = 2t3y* + t* folgt g, = 6t*y* # 6t°y* + 2t = hy.
Die Differentialgleichungen ist also nicht exakt. (1 Punkt)

(i) 2ty(t)* + (dy(t)® + 4ty (t)*)y/'(t) = 0.
Mit g(t,y) = 2ty* und h(t,y) = 4y® + 4t%y> folgt g, = 8ty = hy.
Die Differentialgleichungen ist also exakt. (1 Punkt)

b) Wir bestimmen ein Potential zur Differentialgleichung aus Teil a)ii).

, = g(t,y) = 2ty* = @ =1y'+c(y) (1 Punkt)
P, = 4t%y> + (y) = A+ A2 = d(y) = Ayt < cly) =yt
Durch ®(t,y) = t?y* + y* ist also ein Potential gegeben. (1 Punkt)
= Die Losungen der Differentialgleichung erfiillen ®(t,y) = C

C=y'1+13) = yt)= £(-%)" . (1 Punkt)
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Aufgabe 3 (6 Punkte)

Gegeben sei das Differentialgleichungssystem
2 =25
v = (7 5) v

Bestimmen Sie ein reelles Fundamentalsystem des Differentialgleichungssystems.

2-\ =25
det( ) 2_A>:(2—A)2+25.

Losung 3:

Die Eigenwerte der Systemmatrix sind gegeben durch

(2-)N)? = -25<= 22—\ = +5i = \o= 2+ 5i.
Den Eigenvektor zu A; = 2 + 5¢ erhalten wir als Losung des Gleichungssystems
=51 =25\ (=) _ (0
1 = 2)  \0)°

Jeder Vektor mit z; = 5i - 2z erfiillt das System. Wir konnen also zum Beispiel (5i,1)
wahlen. Der konjugiert komplexe Vektor ist ein Eigenvektor zu Ay = 2 — 5i.

T

Damit erhalten wir das komplexe Fundamentalsystem
@450y D0 (s [t
u(t)=e L) (t)y=e E (3 Punkte)

Bemerkung: Fiir die volle Punktzahl ist die Angabe des zweiten Eigenvektors und der zwei-
ten komplexen Losung nicht notig.

Ein reelles Fundamentalsystem ist zum Beispiel gegeben durch
Y (t) = (yM(1), yP(t)) = (Re(w(t)),Im(u(?))).

o 51 5i cos(bt) + 5i? - sin(5¢
Wegen wu (t) = e (cos(5t) + i - sin(5t)) - (1> = e ( COSEE)t; s sin(5t() >)
erhdlt man

y (1) = e (_foziggt)) .yl = e (58(132?%)) .3 Punkte)
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Aufgabe 4 (6 Punkte)

-1 0 1
Gegeben sei das lineare System y'(¢t) = 0 —-3+a 0 y(t) .
3 2 -3

Untersuchen Sie das Stabilitétsverhalten des stationdren Punktes (0,0,0)7 in Abhéngigkeit
von dem Parameter a € R.

Losung:

Entwicklung nach der zweiten Zeile ergibt das charakteristische Polynom:
PA)=(-3+a=AN[(-1=X)(=3=X) =3]= (-3+a—- AN +4X+3-3).
(Ansatz und Polynom: 1 Punkt)
Eigenwerte : \y = =34+ a, A =0, A3=—4 ( 1 Punkt)
a >3 <= A\ >0 <= : Ruhelage ist instabil ( 1 Punkt)

a < 3 : Die Realteile aller Eigenwerte sind kleiner oder gleich Null. Es gibt einen einfachen
Eigenwert mit Realteil Null. Die Ruhelage ist gleichméfig stabil. ( 1 Punkt)

a=3 = A\=0, =0, \3=—4.
Eigenraum zum doppelten EW Null:

-1 0 1 U1 0 —v;+v3=0 = U1 = U3
0 0 O | =10 <= <0=0
3 2 =3) \vs 0 31 +2- vy — 303 =0

Setzt man das Ergebnis aus der ersten Zeile in die letzte Zeile ein, so folgt

’U2:O

Es gibt nur eine Eigenvektorrichtung

O =

zum algebraisch zweifachen Eigenwert Null. Die Nulllésung ist instabil. (2 Punkte)



