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Aufgabe 1: (2 Punkte)

Geben Sie an, welche der folgenden Differentialgleichungen linear sind und welche von zweiter
Ordnung sind.

a) y(t)2 − 2y′(t) = e−t .

b) y′(t)− t2y(t) = e−t .

c) y′′(t)− 2y′(t) + y(t) = t2 .

d) y′′(t) + 2y′(t)− y(t)4 = 0 .

Hinweis: Sie müssen die Differentialgleichungen nicht lösen!

Lösung 1:

b und c sind linear.

c und d sind von zweiter Ordnung.
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Aufgabe 2: (5 Punkte)

Bestimmen Sie die Lösung der folgenden Anfangswertaufgabe

y′(t) − 1

t
y (t) = −t · e−t+1 , t ≥ 1, y(1) = 2022.

Lösung:

Wir bestimmen zunächst die allgemeine Lösung der zugehörigen homogenen Aufgabe

dyh
dt

=
1

t
· yh ⇐⇒

∫
dyh
yh

= −
∫
dt

t
⇐⇒ ln |yh| = ln |t|+ k =⇒ yh = ±ekt

Zusammen mit der trivialen Lösung erhalten wir

yh(t) = c · t c ∈ R . (2 Punkte)

Lösung der inhomogenen DGL (Variation der Konstanten)

yp(t) := c(t)t
DGL−→ c ′(t)t

!
= −t · e−t+1.

Wir erhalten also mit

c ′(t) = − e−t+1 z.B. c(t) = e−t+1, yp(t) = te−t+1

und damit

y(t) = (c + e−t+1) t . (2 Punkte)

Die Anfangsbedingung

y(1) = (c + e−1+1) · 1 = 2022

liefert c = 2021 . (1 Punkt)
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Aufgabe 3: (7 Punkte)

Bestimmen Sie eine reelle Darstellung der allgemeinen Lösung der Differentialgleichung

y ′′ − 6 y ′ + 10 y = 1 + 2t .

Tipp: Verwenden Sie zur Bestimmung einer partikulären Lösung einen polynomialen Ansatz.

Lösung:

Wir bestimmen zunächst die Nullstellen des charakteristischen Polynoms:

λ2 − 6λ+ 10 = (λ− 3)2 + 1 = 0 ⇐⇒ λ = 3± i . (1 Punkt)

Damit erhalten wir die allgemeine Lösung der homogenen Differentialgleichung

zh(t) = c1e
(3+i)t + c2 · e(3−i)t. (1 Punkt)

Reelle Darstellung:

y1(t) = Re (e(3+i)t) = Re
(
e3t · eit

)
= e3tRe (cos(t) + i · sin(t)) = e3t cos(t) .

y2(t) = Im (e(3+i)t) = e3tIm (cos(t) + i · sin(t)) = e3t sin(t) .

Damit erhalten wir eine reelle Darstellung der allgemeinen Lösung der homogenen Differentialgleichung

yh(t) = e3t · [c1 cos(t) + c2 sin(t)] . (2 Punkte)

Der Ansatz für eine partikuläre Lösung der inhomogenen Aufgabe yp(t) = a + bt liefert
eingesetzt in die Differentialgleichung

0− 6b+ 10a+ 10bt = 1 + 2t ⇐⇒ b =
1

5
, 10a = 1 + 6b =⇒ a =

11

50
.

Also yp(t) = 11
50

+ 1
5
t . (2 Punkte)

Damit erhalten wir als allg. Lösung der inhomogenen Gleichung

y(t) = yh(t) + yp(t) = c1e
3t ·cos(t)+ c2e

3t ·sin(t)+
11

50
+

1

5
t, c1, c2 ∈ R. (1 Punkt)
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Aufgabe 4 (5 + 1 Punkte)

Gegeben sei das Differentialgleichungssystem

ẏ (t) = A · y (t) =

0 1 2
0 0 1
0 0 −3

 · y (t).

a) Bestimmen Sie die allgemeine Lösung des Systems.

b) Ist der stationäre Punkt (0, 0, 0)T des Systems stabil? Begründen Sie Ihre Antwort .

Lösung :

a) Die Eigenwerte von A können auf der Diagonalen abgelesen werden.

Es ist völlig unnötig, aber wer das charakteristische Polynom berechnet, sollte folgendes
erhalten:

P (λ) := det

−λ 1 2
0 −λ 1
0 0 −3− λ

 = (−3− λ) · λ2.

P (λ) = 0 =⇒ λ1 = −3 , λ2 = λ3 = 0 .

Berechnung der Eigenvektoren:

λ1 = −3 :3 1 2
0 3 1
0 0 0

 ·
v1v2
v3

 =

3v1 + v2 + 2v3
3v2 + v3

0

 .

0
0
0

 .

2. Zeile: v3 = −3v2 .

1. Zeile: 3v1 + v2 − 6v2 = 3v1 − 5v2 = 0 =⇒ v1 = 5
3
v2 .

Wir können also zum Beispiel v [1] :=

 5
3
−9

 und

y [1](t) = e−3t

 5
3
−9

 (2 Punkte)

wählen.

λ2 = λ3 = 0 :0 1 2
0 0 1
0 0 −3

 ·
v1v2
v3

 =

0
0
0

 .

Aus Zeile 2 bzw. 3: v3 = 0 .

Aus Zeile 1 folgt mit v3 = 0 : v2 = 0 .

Die einzige Eigenvektorrichtung ist also
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⇐= v T = (1, 0, 0)T , und damit zum y [2](t) =

1
0
0

 (1 Punkte) .

Berechnung eines zugehörigen Hauptvektors0 1 2
0 0 1
0 0 −3

 ·
w1

w2

w3

 =

1
0
0

 .

Aus Zeile 2 bzw. 3: w3 = 0 .

Aus Zeile 1 folgt mit w3 = 0 : w2 = 1 .

Also zum Beispiel w :=

0
1
0

 und

y [3](t) = tv [2] + w =

t1
0

 (1 Punkt )

Die allgemeine Lösung ist:

y (t) = c1 y [1](t) + c2 y [2](t) + c3 y [3](t) c1, c2, c3 ∈ R. (1 Punkt )

b) Mit λ2 = λ3 = 0 liegt ein (algebraisch) doppelter Eigenwert mit Realteil Null vor.
Nach Teil a) hat der Eigenraum zu diesem Eigenwert die Dimension Eins. Der stati-
onäre Punkt ist instabil.(1 Punkt)


