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Ich bin dariiber belehrt worden, dass die von mir zu erbringende Priifungsleistung nur dann
bewertet wird, wenn die Nachpriifung durch das Zentrale Priifungsamt der TUHH meine
offizielle Zulassung vor Beginn der Priifung ergibt.
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Aufgabe 1: (2 Punkte)

Geben Sie an, welche der folgenden Differentialgleichungen linear sind und welche von zweiter
Ordnung sind.

Hinweis: Sie miissen die Differentialgleichungen nicht 16sen!

Losung 1:
b und c sind linear.

¢ und d sind von zweiter Ordnung.
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Aufgabe 2: (5 Punkte)

Bestimmen Sie die Losung der folgenden Anfangswertaufgabe
! _ —t+1 B
Yit) — —yt) = —t-e ™, t>1, y(1) = 2022.

Losung:

Wir bestimmen zunéchst die allgemeine Losung der zugehorigen homogenen Aufgabe

d 1 d dt
dat — t Un t

< In|yp| = In|t| +k = yp = Let

Zusammen mit der trivialen Losung erhalten wir

yp(t) = c-t ceR. (2 Punkte)

Losung der inhomogenen DGL (Variation der Konstanten)

up(t) == c(t)t ZZ5 /(i) = —t- et

Wir erhalten also mit

c'(t) = — ettt z.B. c(t) = et yp(t) = te t+!
und damit
y(t) = (c +e ) ¢t. (2 Punkte)

Die Anfangsbedingung
y(1) = (¢ +e )1 = 2022
liefert ¢ =2021. (1 Punkt)
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Aufgabe 3: (7 Punkte)

Bestimmen Sie eine reelle Darstellung der allgemeinen Losung der Differentialgleichung
y”" — 6y’ + 10y = 1+ 2t.
Tipp: Verwenden Sie zur Bestimmung einer partikuldren Losung einen polynomialen Ansatz.

Losung:

Wir bestimmen zunéchst die Nullstellen des charakteristischen Polynoms:
M—6A+10=(A-3)>2+1=0 < A=3+i. (1 Punkt)
Damit erhalten wir die allgemeine Losung der homogenen Differentialgleichung

zp(t) = c1eBHE L,y B0t (1 Punkt)

Reelle Darstellung:
y1(t) = Re (BT = Re (% - ¢') = ¢*Re (cos(t) + i -sin(t)) = e* cos(t).

Yo (t) = Tm (BT = ¥Im (cos(t) +i -sin(t)) = > sin(t).

Damit erhalten wir eine reelle Darstellung der allgemeinen Losung der homogenen Differentialgleichung

yn(t) = €* - [c1 cos(t) + cpsin(t)] . (2 Punkte)

Der Ansatz fiir eine partikuldre Losung der inhomogenen Aufgabe y,(t) = a + bt liefert
eingesetzt in die Differentialgleichung

1 11
0—6b+10a+ 100t =1+ 2t <= b= 5 10a=1+6b = a= ok
Also y,(t) = & + 1t. (2 Punkte)
Damit erhalten wir als allg. Losung der inhomogenen Gleichung
3t 3t 11
y(t) = yn(t) + yp(t) = cre’*-cos(t)+ coe” -sin(t) + — + = t, c1,co € R. (1 Punkt)

20 5
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Aufgabe 4 (5 + 1 Punkte)

Gegeben sei das Differentialgleichungssystem

2

1
0 1] -y(t).
0 =3

y(t) = A-y(t)=

o O O

a) Bestimmen Sie die allgemeine Losung des Systems.

b) Ist der stationiire Punkt (0,0,0)7 des Systems stabil? Begriinden Sie Thre Antwort .

Losung :

a) Die Eigenwerte von A koénnen auf der Diagonalen abgelesen werden.

Es ist vollig unnotig, aber wer das charakteristische Polynom berechnet, sollte folgendes

erhalten:
- 1 2
PA):=det[ 0 —-x 1 = (=3 —-)\)- A%
0 0 -3—2X

P()\):O:>)\1:—3,)\2: )\320

Berechnung der Eigenvektoren:

)\1 =-3:
3 1 2 U1 3vy + vy + 2v3 0
03 1 vy | = 3vy + v3 0
0 0O U3 0 0
2. Zeile: v3 = —3v,.

1. Zeile: 3v; + vy — 6wy =301 — By = 0 = vy :g’l)g.

)
Wir kénnen also zum Beispiel v := [ 3 | und
-9
5
yWi)y=¢31 3 (2 Punkte)
-9
wéahlen.
)\2 = )\3 =0:
01 2 U1 0
00 1 |J-{wvw]=10
0 0 =3 Vs 0
Aus Zeile 2 bzw. 3: vg = 0.
Aus Zeile 1 folgt mit v3 =0 : vy = 0.

Die einzige Figenvektorrichtung ist also
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1
«— v’ =(1,0,0)", und damit zum y@ ()= [0 (1 Punkte) .
0
Berechnung eines zugehorigen Hauptvektors
01 2 w1 1
00 1 |-{w]=160
0 0 =3 w3 0
Aus Zeile 2 bzw. 3: wy = 0.
Aus Zeile 1 folgt mit w3 =0 : wy = 1.
0
Also zum Beispiel w := [ 1] und
0
t
yBlit)y=to® 4w = |1 (1 Punkt )
0

Die allgemeine Losung ist:
yt)=cyl®t) + o y@@t) + e yBI(1) c1,02,c3 € R, (1 Punkt )
Mit As = A3 = 0 liegt ein (algebraisch) doppelter Eigenwert mit Realteil Null vor.

Nach Teil a) hat der Eigenraum zu diesem Eigenwert die Dimension Eins. Der stati-
onédre Punkt ist instabil.(1 Punkt)



