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Stabilität
Satz (Stabilität und Linearisierung)
Gegeben sei eine DGL ẋ = f (x(t)) mit Gleichgewicht x0. Sei
A := f ′(x0). Dann gilt:

Besitzt A einen Eigenwert λ mit Re(λ) > 0, so ist das
Gleichgewicht x0 der DGL ẋ = f (x(t)) instabil.
Haben alle Eigenwert von A einen negativen Realteil, so ist das
Gleichgewicht x0 der DGL ẋ = f (x(t)) asymptotisch stabil.
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Stabilität
Wir betrachten die DGL

ẋ(t) = f (x(t)) mit f (0) = 0.

Definition
Eine stetig differenzierbare Funktion V : D → R, D ⊂ Rn, heißt
Ljapunov–Funktion auf Kr (0) = {x ∈ Rn : |x | < r} ⊂ D für ẋ(t) = f (x(t)),
falls gilt

a) V (0) = 0 und
V (x) > 0 für xK̄r (0) \ {0}

b)
∇V · x ≤ 0 für alle x ∈ Kr (0)

Gilt in b) sogar

b’)
∇V · x < 0 für alle x ∈ Kr (0)

so nennt man V (·) eine strenge Ljapunov–Funktion.
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Stabilität
Satz (Stabilitätssatz mit Ljapunov–Funktionen)

1) Existiert eine Ljapunov–Funktion V (x) von ẋ(t) = f (x(t)), so ist x̄ = 0
ein stabiler Gleichgewichtspunkt.

2) Ist V (x) zudem eine strenge Ljapunov–Funktion von ẋ(t) = f (x(t)), so
ist x̄ = 0 ein asymptotisch stabiler Gleichgewichtspunkt.
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