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Kapitel 3. Integralrechnung mehrerer Variabler

3.3 Oberflachenintegrale
Definition: Sei D C R? ein Gebiet und p : D — R3 eine C!-Abbildung

————

/1@4-“1/) . 3 T 2
f’*(ﬂ»(m,u) x=pu) mitxeR’undu=(u, ) €eDCR

(v, ) — _
Sind fiir alle u € D die beiden Vektoren =] teDCK
<
w o b (o
Ouq Ouo <

linear unabhangig, so heil}t
F:={p(u)[ue D}

eine Flache bzw. ein Flachenstiick. Die Abbildung x = p(u) nannt man
dann eine Parametrisierung oder Parameterdarstellung der Flache F.
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Beispiel .

Wir betrachten fiir gegebenes r > 0 die Abbildun i
1 i%
r Cos
p(p,z) = | rsing fiir (¢, z) € R?.
4 c (o['z“—] Jﬂ

Die dadurch parametrisierte Fliche ist ein unbeschrinkter Zylinder im R3.

Schranken wir den Definitionsbereich ein, etwa

=
[ (#:2) € K= [0,27] < [0, H] © M .

so erhalten wir einen beschrankten Zylinder der Hohe H.

Die partiellen Ableitungen

op —rsin op 0
— = r Cos : — =10
o 0 0z 1

—

——

von p(, z) sind linear unabhingig auf ganz R?.
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Beispiel Il.
W‘M‘,

Der Graph einer skalaren C'—Funktion o:D—R,DC R? ist eine Fliche.

Eine Parametrisierung ist gegeben durch

Uy
p(u1, u2) == 2
Sp(ula U2)
Die partiellen Ableitungen
op L op
7 U R Pl B
! U Pu,

sind linear unabhangig.
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Die Tangentialebene einer Flache.

Die beiden linear unabhangigen Vektoren 7\ Z >,
0 0 g
op P, o
d il
8u1 ) i aUQ . ) S
liegen tangential an die Flache F. X e

Sie spannen die Tangentialebene der Fliche F im Punkt x° = p(u)
auf.

Die Tangentialebene hat die Parameterdarstellung

TeF o x=x"+ (u +06’U2 7fu@€R

Frage: Wie kann man den Flacheninhalt einer gegebenen Flache F
berechnen?
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Das Oberflachenintegral eines Flachenstiickes.

—_—

i%‘?g/ A< ://ZG///ﬂwL

Definition: Sei p : D — R die Parameterdarstellung einer Fliche, und sei
K C D kompakt, messbar und zusammenhangend. Dann wird der Fla)chemnhalt
von p(K) definiert durch das Oberfldchenintegral L~ §d5 - j//cé‘ﬂ/ol./—

/ do =
p(K)

Dabel nennt man den Term

op

P
8u1

d
8uz .

S du 22

—(u) x

o= |2 22w o

%

das Oberflachenelement der Flache x = p(u).

_ &/7/7

Bemerkung: Das Oberflachenintegral ist insbesondere unabhangig von der
speziellen Parametrisierung der Flache. Dies folgt aus dem Transformationssatz.

loll s {W | & x b= lelllbil g
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Beispiel.

Fiir die Mantelflache des Zylinders Z = p(K) mit

= [0, 27] x [0, H] C R?

und

r COS

x=p(p,z):=| rsing fiir (¢, z) € R?
z
erhalt man mit » e
/1 Sk o f
I 11 (e
({9@ 0z o A O

den Wert
/ 2T
O(Z):/do:/ rd(p,z) = / / rdzdyp = 2nrH
Z K
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Beispiel.

Ist die Flache der Graph einer skalaren Funktion, d.h. x3 = ¢(x1, x2), so
gilt fiir die zugehorigen Tangentialvektoren

1 0 —
1, 0, X1
8—p X a—p O X 1 = —Pxo
X X
: ° Pxq P x2 1

Damit ergibt sich

\/1 _I_ gpxl —|_ SOXQ

/ do
p(K)

/\/1 + 0%, T 9%, dlxa, x2)
K

und

O(p(K))
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Beispiel.

Fiir die Oberflache des Paraboloids P, gegeben durch 1
P:={(x1,x0,x3) " €R3|x3=2—x% — x5, x7 + x5 <2},
gilt 57 Plag)= oot 5" (ﬁf s e f&lwzq 2
S =
o(P) — /X12+X22g2 V1+42 3 d0a,xe)

//// et
h Z()o(/(":f:(f
ﬁqzvx oo ) \/§ o M%
= / / \/1+4r2rdgpdr:7T/ V1+4s ds
0 0 0

= 7 [2(1 + 45)3/2]z =7 ((13(27 - 1)) — ?w
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Bemerkung.

Fiir das Kreuzprodukt zweier Vektoren a,b € R3 gilt

(el ede = lax bl = [alP[bl]* ~ (@, b) 4
= (ULl T — (lat™Leb" oo =lall 1Bk [/l”%@)
Daraus folgt [t (ot 8o
o0 op|*_oe|*|oe|*_/oe op\]
5’X1 aXQ B 8x1 8)@ (9X1’ 8)@

Definiert man

o
8x1

op Op
8x1 ’ 8X2

op

8x2

E::|

, F=A

Y

)‘ﬁ“, G::‘

so ergibt sich die Beziehung

do = v EG — F2d(u1, up)
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Beispiel.

Fiir das Oberflachenelement der Sphare Q fest

S? ={(x1,x0,x3)" €R3 | xf + x5 + x5 = r?}

ergeben sich mit der Parametrisierung iiber Kugelkoordinaten

X1 Cos  cos 6 o
F(CP}@) —=| x | =r sing{)cose fiir (¢, 0) € [0, 27] % [_57 5}
X3 sin 6
die Beziehungen
Ip — sin p cos 6 9p —C.OSQOS.IHQ
50 =" cos (p cos 6 und 0 =" —sinpsinf
14 0 cos 6
%
Daraus folgt //4%/% it
//%//Z ol E:r2C0529, F207 G:r2‘:/{aq//
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Fortsetzung des Beispiels.

Mit

E=r’cos’d, F=0 G=r?
folgt aus der Beziehung

do = \/EG — F? d(ul, U2) = m"h‘aa@‘c

daher = Zwedgdf

T

do = rPcosfd(p,0)  fiir (¢,0) € [0, 2n] x [_5,5}

Wir konnen nun die Oberflache der Sphare wie folgt berechnen.

w/2 27
O = /do:/ / r’ cos® dp do
S? —m/2 J0

2 /2 2

= 47r
—7/2

= 2mwrcsinf
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Oberflachenintegrale erster und zweiter Art.

Definition: Sei x = p(u) eine C!-Parametrisierung einer Fliche
F = p(K), wobei K C D kompakt, messbar und zusammenhangend ist.

@ Fiir eine stetige Funktion f : F — R ist das Oberflachenintegral 1

Art definiert durch Lgfﬂﬁ = (fiichiio+
/ F(x) do /f( W) || 22 P g,
F R Jon dwl —
do
e Fiir ein stetiges Vektorfeld f : F — R3 ist das Oberflichenintegral 2.
Art definiert durch e[ e =S <phI>e N
n=mal
/ f(x) do = / fp(u)), 22 x 2PN 4y =
F 8u1 8u “:QL:&
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Alternative Darstellung fiir Oberflachenintegrale.

Andere Darstellungen des Oberflachenintegrals 2. Art

Der Einheitsnormalenvektor n(x) auf der Flache F ist gegeben durch

op op

() = n(p(u) = 2 i

ﬁ{@)/66]>9”’ = g@@%}/m‘%>(lél(gé‘ aUl aUQ

Wir schreiben daher auch
op >
f(x) do u)), — X — ) du
[ 1 [ (fo. 52 < 2
op

edeh [to _ /K< (p(u)), n(p(u))) '8111 " O

= /(f(x),n(x)} do
F Shotn
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Interpretation der Oberflachenintegrale.

Bemerkung:

@ Ist f(x) die Dichte einer massenbelegten Fldche, so liefert das Integral
1. Art gerade die Gesamtmasse der Flache.

@ Ist f(x) ein Geschwindigkeitsfeld einer stationdren Strémung, so liefert
das Integral 2. Art die Fliissigkeitsmenge, die pro Zeiteinheit durch die
Flache F stromt, d.h. den Fluss von f(x) durch die Flache F.

@ Ist F eine geschlossene Flache, d.h. die Oberflachen eines kompakten
und einfach zusammenhingenden Koérpers im R3, so schreiben wir

ﬁf(x) do bzw. ﬁf(x) do

Die Parametrisierung ist dabei so gewahlt, dass der
Einheitsnormalenvektor n(x) nach auBen weist.
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Der Integralsatz von GauB.

Satz: (Integralsatz von GauB) Sei G C R3 ein kompakter und messbarer
Standardbereich, d.h. G sei beziiglich jeder Koordinate projizierbar. Der
Rand 0G bestehe aus endlich vielen glatten Flachenstiicken mit duBerer

Normale n(x). (o/ru [44 : §qf\v\>ozj
Ist f : D — R3 ein C1-Vektorfeld mit G C D, so gilt te >t Jzel

/G div F(x) dx = 72 f(x) do

Interpretation des Gaul3schen Integralsatzes: Die linke Seite ist ein
Bereichsintegral liber die skalare Funktion g(x) := div f(x). Die rechte
Seite ist ein Oberflachenintegral 2. Art beziiglich des Vektorfeldes f(x). Ist
f(x) das Geschwindigkeitsfeld einer inkompressiblen Stromung, so gilt

div f(x) = 0 und daher
j{ f(x)do=0
0G
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Beispiel.

/T/z
Wir betrachten das Vektorfeld \ / <,

f(X) =X = (X1,X2,X3)T %
und die Kugel K: /

K :={(x1,x2,x3)" € R?| x{ + x5 + x5 < 1}

Dann gilt offensichtlich /
div f(x) = 3
G’

und damit ( — /\/éil
of o ;’ divf(x)dx =3 -vol(K) =4
3
K I

Das entsprechende Oberflachenintegral 148t sich am besten durch

Ubergang auf Kugelkoordinaten, d.h. durch die Parametrisierung der Kugel
mit Kugelkoordinaten, berechnen.
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Die Formeln von Green.

_—

Satz: (Formeln von Green) Die Menge G C R3 erfiille die
Voraussetzungen des GauBschen Integralsatzes. Fiir C>~Funktionen
f,.g:D— R, GC D, gelten dann die Relationen:

(fFAg + (VF,Vg))dx = f% do

gggév( %é@,@,@] 9{?]’0 % on

B 0g of
/(ng gAf)dx = j{ <f(9n g@n) do

Hierbei bezeichnet

<V¢f n\ = _ D f(x) fiirx € 9G

die Richtungsableitung von f(x) in Richtung des duBeren
Einheitsnormalenvektors n(x).
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Beweis der Greenschen Formeln.

Wir setzen
F(x) = f(x) - Vg(x)
Dann gilt
: 0 0g 0 og 0 og
F - = - . A . .S
ML— Oxq ( (9X1> i 0x> ( (9X2) * 0x3 ( (9X3>

f-Ag+ (Vf,Vg)

I

G

/G(ng+<Vf,Vg>)dx — /GdivF(x)dx @G<F,n> do =

/

Wir wenden nun den GauBschen Integralsatz an:

og

GOX <{v§th§zr{{vj/@ = jéc f<Vg,n>do:]éGf% do

Die zweite Greensche Formel folgt direkt durch Vertauschen von f und g.
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