Projizierbare Mengen.

Definition: Eine Teilmenge D C R" heil3t projizierbar in Richtung x;,
i €{1,....n}, falls es eine messbare Menge B C R~ {ind stetige
Funktionen ¢, 1 gibt, so dass

D={xeR"|% = (X1,...,Xi—1,Xit1,.-.,%n) €B
und o(X) < x; < ¥(X) }

Bemerkung:

@ Projizierbare Mengen sind stets messbar. Damit sind auch alle
Normalbereiche messbar, denn Normalbereiche sind projizierbar.

—> @ Haufig 1aBt sich der Integrationsbereich D als Vereinigung endlich
vieler Normalbereiche darstellen. Solche Bereich sind dann ebenfalls
messbar.
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Integration tiber Normalbereiche und projizierbare Mengen.

Satz: Ist f(x) auf einem Normalbereich NCh (et hen o \//\XQ‘°A'L‘”¢’
D={(x,y)eR? : a<x<bund g(x)<y<h(x)}
— h —x
eine stetige Funktion, so gilt F@? Fm;wh‘[;

s

Analoge Beziehungen gelten fiir hohere Dimensionen: Ist D C R" eine
projizierbare Menge in Richtung x;, d.h. D besitzt eine Darstellung der Form

Y

DI{XER”“Z = (Xl,...,X,'_1,X,'_|_1,...,Xn)TEB
und (%) < x; <P(X) }
7 F(%-—/D/;l»4,>fmm-._ 't//

so gilt

e
[ rax= | ( Lji‘)>f(x)dx,) 05
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Beispiel.

(k '( ‘Z‘/-
Gegeben sei die Funktion m b

[ )
. . . £
Berechne das Integral liber der durch zwei Parabeln begrenzten Flache / 1

— _ 2 2
D :={(x,y) | —1<x<lund xI<y<2 x~}

Die Menge D ist ein Normalbereich und f(x, y) ist stetig, somit gilt

/D f(x.y)dx =
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Beispiel.

Zu berechnen ist das Volumen des Rotationsparaboloids <

1[ [, 5,2)= 1
Darstellung von V' als Normalbereich

| V:{(X,y,z)T|—1§X§1, —V1—-x2<y<+1—x2und x>4+y*< <1}

Vi={(x,y,2)" | x> +y* <1 und X2—|—y2§zgly

— —————— —
Damit gilt
V1—x?
vol(V) = / (1 — x* — y?)dydx
il

\___/QK?%/

4 ].
dx = §/ (1 —x?)32dx

= % [x(ﬂ)g‘ + gx 1—x2+ g arcsin(x)] » ::gf
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Integration lber allgemeine Integrationsbereiche.

Definition: Sei//_Q;gj R™ eine kompakte und messbare Menge. Man nennt
Z ={Dy,...,Dn} eine allgemeine Zerlegung von D, falls die Mengen Dy
kompakt, messbar und zusammenhangend sind und falls gilt

Ty — —

D’\
JDj=D | und  Vi#j :LDPHDJQ%
j=1
I
Weiterhin heil3t

diam(D;) :=sup{|x—y| |x,y € D; }

der Durchmesser der Menge D; und
|Z]| := max{diam(D;) | j=1,...,m}

die Feinheit der allgemeinen Zerlegung Z.
c—
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Riemannsche Summe fiir allgemeine Zerlegungen.

— m\‘%f;sﬂ
Fiir elne(stetlge Funktion f : D — R|definiert man die Riemannschen
Summen

Re(Z) =) f( xJ)voI(D)
Jj=1

mit beliebigen x/ € Di,j=1,...,m.

Satz: Fiir jede Folge (Zk)ken allgemeiner Zerlegungen von D mit
| Zk|| — 0 (fiir kK — oc0) und fiir Jede Folge zugehoriger Riemannscher

Summen Rf(Zy) gilt -

—

kli_)moo Rf(Zk):/Df(x)dx

y

s M.
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Schwerpunkte von Flachen und Korpern.

Eine wichtige Anwendung der Bereichsintegrale ist die Berechnung der
Schwerpunkte von Flachen und Korpern.

Definition: Sei D C R? (bzw. R3) eine messbare Menge und p(x), x € D,
eine vorgegebene Massendichte. Dann ist der Schwerpunkt der Flache

(bzw. des Korpers) D gegeben durch Vo b @in

T T
~Jp p(x)xdx
T ], p(x)dx
Das Zahlerintegral (iiber eine vektorwertige Funktion) ist hierbei p

koordinatenweise zu berechnen.

L
- ~)(§ Wz:?:m" D )Ju(
o Atz 2 p Zlme G
ANEYE C AP AN S O T
M/L /;,,4 b ¢ Z_'(A_x Sbf(&ﬁx
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Beispiel.

Zu berechnen ist der Schwerpunkt der Pyramide P féﬁ:ﬂ

ax
S_

<x<h}
THE

Berechne das Volumen von P unter Annahme konstanter Dichte wie folgt.

Pi={ (xy,2)T | max(lyl, |zI)

vol (P) =
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Fortsetzung des Beispiels.

N

dy dx

||§ S
< X
Q.
o
Q.
S
|
é“\;
T
B RIR
<D:ﬂ§ }&

132h2

Der Schwerpunkt von P liegt daher im Punkt x5 = (%h,O, 0)".
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Tragheitsmomente von Flachen und Korpern.

Eine weitere wichtige Anwendung der Bereichsintegrale ist die Berechnung
der Tragheitsmomente von Flachen und Korpern.

Definition: (Tragheitsmoment beziiglich einer Achse)

Sei D C R? (bzw. R3) eine messbare Menge, p(x) bezeichne fiir x € D
eine Massendichte und r(x) den Abstand des Punktes x € D von einer

vorgegebenen Drehachse.
Dann besitzt D beziiglich dieser Achse das Tragheitsmoment

N\ . @::/ p(x)r?(x)dx
'é%c o . Zm,_d/_l / D

M o
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Beispiel.

Wir berechnen das Tragheitsmoment des homogenen Zylinders

E:— {(x,y,2)" + xX*+y*<r’,—1/2<z< //2j

beziiglich der x—Achse bei konstanter Dichte p wie folgt.

E) = /Zf(y2+f_)d(><,y72) 23/(y2+zzzgd(x,y72)
G
e

o
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Der Transformationssatz.

Ziel: Verallgemeinerung der (eindimensionalen) Substitutionsregel 7ﬂ

Satz: (Transformationssatz) Sei ® : U — R", U C R" offen, eine C'~Abbildung.
D C U sei eine kompakte, messbare Menge, so dass ® auf D0 einen
@\lefeomorphlsmus bildet. Dann ist auch ®(D) kompakt und messbar, und fiir
jede stetlge Funkt|on f:®(D) — R gilt die Transformationsformel

w%?méo«
[ D/ ®(u)) |[det JO(u)| du
®(D)

Bemerkung: Man beachte, dass im Transformationssatz die Bijektivitdt von ¢
nur auf dem inneren Bereich DY von D gefordert wird — nicht jedoch auf dem

Rand 0D!
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Beispiel.

(=

Berechne den Schwerpunkt eines homogenen Kugeloktanten

@= {(,y,z) | +y*+22<1lundx,y,z z@

Es ist einfacher, den Schwerpunkt in Kugelkoordinaten zu berechnen:

X r COS (p COS 1)
y | = rsinpcosyp | =&(r,p,7)
z rsin

Die Transformation ist auf ganz R3 definiert und mit

s

\D = [0,1] x [O,g} X [O,E}

gilt ®(D) = V. Weiterhin ist ® auf D° ein C!-Diffeomorphismus mit

det JO(r, v, ) = r? cos
(= 290e) = Peony |
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Fortsetzung des Beispiels.

ﬁ/%{f;vra% *
Nach dem Transformationssatz folgt Y 35 2

vol (V) = /dx—/ /W/2 %ir/sc/)izgdwdgodr\’j

ot J¢ ﬂ

und

/2
vol (V) - xs = /xdx—/ / / (rcospcosp) r? cose) dip dy dr
TS g

1 /2 /2
= /r3dr-/ cosgpdgp-/ cos® i) dip = —
0 0 0
Daraus folgt x5 = %. (

Analog berechnet man y, = z, = 2

g .
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Der Steinersche Satz.

Satz: (Steinerscher Satz) Fiir das Tragheitsmoment eines homogene
mit Gesamtmasse m gilt beziiglich einer vorgegebenen Drehachse

©4 = md? + O 4fs -

Hierbei ist S die zu A parallele Achse durch den Schwerpunkt xs des Korpers [K
und d der Abstand des Schwerpunktes x; von der Achse A.

orpers

Beweisidee: Setze x := ®(u) = x5 + u. Dann gilt mit dem Einheitsvektor a in
Richtung der Achse A o

o = p/@

— p/D(<x5+u,xs+u> — (x5 + u,a)?)dx

wobei
D:={x—xs|x€ K}
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