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Der Integralsatz von Green fiir Vektorfelder im R?.

e
Satz: (Integralsatz von Green) @ T =~

Sei f(x) ein C1-Vektorfeld auf dem Gebiet D C R?. Weiterhin sei K C D
kompakt und beziiglich beider Koordinatenrichtungen projizierbar, sodass
K von einer geschlossenen, stiickweisen C'~Kurve c(t) berandet wird.

Die Parametrisierung von c(t) sei so gewahlt, dass K stets links zur

ll/

Durchlaufrichtung liegt (positiver Umlauf). Dann gilt: dk=c

jl{f(x)dx:/KLotf(x)dx [

Bemerkung:

Der Greensche Integralsatz gilt auch fiir kompakte Bereiche, die sich in
endlich viele, beziiglich beider Koordinatenrichtungen projizierbarer
Bereiche zerlegen lassen, in so genannte Greensche Bereiche.
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Alternative Formulierung des Greenschen Satzes I.

Wir hatten gesehen, dass die Beziehung

e =dle)
§<m[(66’ ), C@> olt- —:j{fx)dx:j& féu[@’) QQ1>£@

s
. )
gilt, wobei T(t) = IIEEBII den Tangenteneinheitsvektor bezeichnet.

Daraus folgt mit dem Integralsatz von Green

/Krot f(x) dx = ]éKﬁ, T)ds

Ist f(x) ein Geschwindigkeitsfeld, so ist die durch f beschriebene Strémung unter
der Bedingung rot f(x) = 0 wirbelfrei, denn

if(x)dx
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ist gerade die Zirkulation von f(x).
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Alternative Formulierung des Greenschen Satzes II.

Ersetzt man in der obigen Gleichungen den Vektor T durch den duBeren

Normaleneinheitsvektor n = (75, —T1)", so folgt ﬁﬁj
~ =7

i ——

fi] (% A SR
<(f?)'(/f:>> _ émt ( _::.2 dx:/ div f dx o
— | X .
und damit die Beziehungs Mt\(j‘) =t — DL(JFL) ?::((uf ey

/Kdiv F(x) dx = 72/{«, n) ds

Ist f(x) das Geschwindigkeitsfeld einer Stromung, so beschreibt die rechte Seite
den Gesamtfluss der Strémung durch den Rand von K. Gilt also divf(x) = 0, so
ist die Stromung quellen— und senkenfrei (oder divergenzfrei).
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Nochmal zuruck zur Existenz von Potentialen.

Folgerung: Ist rot f(x) = 0 fiir alle x € D, D C R? ein Gebiet, so folgt

]é f(x) dx = 0

fiir jede geschlossene stiickweise C1—Kurve, die einen Greenschen Bereich
B C D vollstandig umrandet.

Definition: Ein Gebiet D C R" heilit einfach zusammenhangend, falls sich
jede geschlossene Kurve ¢ : [a, b] — D stetig innerhalb von D auf einen

Punkt in D zusammenziehen l3sst. Genauer: es gibt fiir X’ € D eine stetige
Abbildung

® : [a,b] x [0,1] = D

mit ®(t,0) = c(t), fiir alle t € [a, b] und &(t,1) = x° € D, fiir alle
t € [a, b]. Die Abbildung ®(t,s) nennt man eine Homotopie.

Ingenuin Gasser (Mathematik, UniHH) Analysis Il fiir Ingenieure 156 /182



@ iy
—D, = (/

)&/>OL‘ ﬁ%a/);j fe
74(4 &j :((j, ; st—) fod S

(2]5(%&0 = C@)
¢t - (7
L sts)ies £ alusich | shG
J[O: C\&( B -5 c S n{1-5 ‘
/ %(vé / (b</'5 | +ds aCa-s) at / : fid

b(1o) = ¢,
TENG



Integrabilitatsbedingung fiir Potentiale.

Satz: Sei D C R” ein einfach zusammenhangendes Gebiet. Ein
Cl-Vektorfeld f : D — R" besitzt genau dann ein Potential auf D, falls die
Integrabilitatsbedingung

Jf(x) = (JFf(x))" fir allex € D
erfiillt ist, d.h. falls gilt

of,  Of; |
=2 vk
3XJ 8Xk I

Bemerkung: Fiir n = 2, 3 stimmt die Integrabilitatsbedingung mit
rotf(x) =0
liberein.
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Beispiel.

Fiir x € R3\ {0} sei das Vektorfeld

( %—Fsinz \

f(X): |nr2_|_L_|_Zey mltr2:X2+y2+22

gegeben.
Wir wollen untersuchen, ob f(x) ein Potential besitzt.

Die Menge D = R3\ {0} ist offensichtlich einfach zusammenhingend.
Weiterhin gilt
rotf(x) =0

Also besitzt f(x) ein Potential.
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Berechnung des Potentials.

'L—gpcl—i— L—f%l
Es muss gelten: f(x) = V(x). Demnach folgt: & ! A
7
o 7
0 2
a—iZﬂ(X,y,Z)Z%Jrsinz ~
/a8

A
Q

Durch Integration beziiglich der Variablen x ergibt sich: Q@ALJ( <

©(x) = yInr? + xsinz 4 c(y, z)
AN

mit einer unbekannten Funktion c(y, z).

Einsetzen in die Gleichung

890\7 2

—D:f2(xayaz):|nr2‘|_i2—|—zey

liefert /< /ﬁ/—\
[oid — P 0

2y°
= | Y
5 2 dy /n/ J7r22+(ze
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Berechnung des Potentials (Fortsetzung).

Daraus folgt die Bedingung
oc

— = zeY

dy

und somit gilt
c(y,2) = z¢¥ + d(2)

fiir eine unbekannte Funktion d(z). Wir haben damit:

E@(x) = ylInr® + xsinz + ze¥ + d(ﬁ

Die letzte Bedingung Iautet

%}/’L%/}S@ _"——f?)(x)/a ZZX%S(Z
Daraus folgtund das Potential ist gegeben durch

[/

Tgp(x):ylnr2—|—xsinz—|—zey—|—c ( firceR
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Kapitel 3. Integralrechnung mehrerer Variabler

3.3 Oberflachenintegrale
Definition: Sei D C R? ein Gebiet und p : D — R3 eine C!-Abbildung

————

x=pu) mitxeR3undu=(u,wm)" € DcCR?

—

Sind fir alle u € D die beiden Vektoren

P g 9P
8u1 8u2

linear unabhangig, so heil}t
F:={p(u)[ue D}

eine Flache bzw. ein Flachenstiick. Die Abbildung x = p(u) nannt man
dann eine Parametrisierung oder Parameterdarstellung der Flache F.
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Beispiel .

Wir betrachten fiir gegebenes r > 0 die Abbildun i
1 izs
r Cos il
p(p,z) = | rsing fiir (¢, z) € R?.
4 c (o['z“—] Jﬂ

Die dadurch parametrisierte Fliche ist ein unbeschrinkter Zylinder im R3.

Schranken wir den Definitionsbereich ein, etwa

wz)\eK — [0,27] x [0, H] c@

so erhalten wir einen beschrankten Zylinder der Hohe H.

Die partiellen Ableitungen

op —rsin op 0
— = r Cos : — =10
o 0 0z 1

—

——

von p(, z) sind linear unabhingig auf ganz R?.
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Beispiel Il.

Der Graph einer skalaren C'—Funktion o:D—R,DC R? ist eine Fliche.

Eine Parametrisierung ist gegeben durch

Uy
p(u1, u2) == 2
Sp(ula U2)
Die partiellen Ableitungen
op L op
7 U R Pl B
! U Pu,

sind linear unabhangig.
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Die Tangentialebene einer Flache.

Die beiden linear unabhangigen Vektoren

g—z u?) und — (u%)

liegen tangential an die Flache F.

Sie spannen die Tangentialebene T oF der Fliche F im Punkt x° = p(u)
auf.

Die Tangentialebene hat die Parameterdarstellung

9, 0
ToF @ x=x"+ )\8—51(“0) + M@LZ(UW fir A\, u € R.

Frage: Wie kann man den Flacheninhalt einer gegebenen Flache F
berechnen?
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