Kapitel 3. Integralrechnung mehrerer Variabler

3.1 Bereichsintegrale aé@gm
Gegeben sei eine Funktion f : D — R mit Definitionsbereich D C R”".

Ziel: Berechnung des Volumens unterhalb des Graphen von f(x):

V = /D f(x)dx

Erinnerung Analysis Il: Bestimmtes Riemann—Integral einer Funktion

f(x) liber dem Intervall [a, b]: /w

b
l:/ f(x)dx /

Das Integral | war als Grenzwert von Riemannscher Ober— und

. . . . . .
Untersumme definiert, falls diese Grenzwerte jeweils existierten und
ubereinstimmten.

Ingenuin Gasser (Mathematik, UniHH) Analysis Il fiir Ingenieure 107 /182



Mw W[ Ql@vm@vw M’[Gjtmbﬂﬂ / %

:
U - Ul = o=q u:G:L#w&

B e T ey ey

F gl Sl Slewfor FoFe ot Flofy
(fonde = Fli-r,



Konstruktionsprinzip fiir Bereichsintegrale.

Vorgehensweise: Analog dem eindimensionalen Fall.

Aber: der Definitionsbereich D ist komplizierter.

Startpunkt: Betrachten zunacht den Fall zweier Variablen, n = 2, und einen
Definitionsbereich D € R? der Form

F[al, bi1] X [a2, bs] CE?

d.h. D ist ein@kter Quac_lM

Weiterhin sei f : D — R eine beschrankte Funktion.

Definition: Man nennt Z = {(xo, x1,---,%n), (Yo, Y1,---,Ym)} eine Zerlegung des
Quaders D = [a1, b — 1] x [ag, by], falls gilt

L7
al=xg<x31<--<Xx,= Db AL "/
H=Y<yn<--<yYn=b gﬁ/ ///Z%

7 / >
Mit Z(D) wird die Menge der Zerlegungen von D bezeichnet. 2 b,
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Zerlegungen und Riemannsche Summen.

Definition:

@ Die Feinheit einer Zerlegung Z € Z(D) ist gegeben durch

(121 = mgees s s —l)
AN /d

@ Fiir eine vorgegebene Zerlegung Z nennt man die Mengen

[Qij =[x, Xip1] ¥ [yj,@
die Teilquader der Zerlegung Z. Das Volumen des Teilquaders Qj; ist
ZVOI(QU) = (Xit1 — %) - (Vj+1 — )/J)/f

o FU@ige Punkte x; € () der jeweiligen Teilquader nennt man

- (- z_u'

eine Riemannsche Summe zur Zerlegung Z.
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Riemannsche Ober— und Untersummen.

Definition:

Analog zum Integral einer Variablen heiBen fiir eine Zerlegung Z

@ = inen{)ﬁ f(x) - vol(Q;)

I?../ e

@; Z sup f(x) - vol( Q)

die (Riemannnsche Untersumme| bzw. }Riemannsche Obersumevon f(x).

——

Bemerkung:

Eine Riemannsche Summe zur Zerlegung Z liegt stets zwischen der Unter—
und Obersumme dieser Zerlegung, d.h. es gilt

f Ur(Z) < Re(Z) < 0(2) }
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Bemerkung.

Ensteht eine Zerlegung Z, aus der Zerlegung Z; durch Hinzunahme weiterer
Zwischenpunkte x; und/oder y;, so gilt
4 7

%

Z
Ur(22) > U(Z1) und Op(Z) < Of(Zy) i’

fortr LN foren e oy 2
Fiir zwei beliebige Zerlegungen Z; und 2, gilt stets: WW;
En X

Yz
/p/(

Ur(Z1) < Or(22)
Frage: Was passiert mit den Unter— und Obersummen im Grenzwert ||Z]| — O:

é‘ﬂ
Usr = sup{Ur(Z) : Z € Z(D)} < 01( €.

Of = inf{Of(Z) . L E Z(D)} S u}[@/\)

Beobachtung: Die beiden Werte Ur und Or existieren, da Unter— und
Obersumme monoton und beschrankt sind.

ey, A, (/(]f =+ Oy ul[ = O‘L
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Riemannsche Ober— und Unterintegrale.

Definition:

@ Das Riemannsches Unter— bzw. Oberintegral der Funktion f(x) iiber D ist
gegeben durch

/f(x)dx = sup{Ur(Z) : Z € Z(D)} “:M‘[

= inf{Os(Z) : Z€ Z(D)} :OF

,\D#zlh )Vlm “‘\

© Die Funktion f(x) nennt man Riemann—integrierbar iiber D, falls Unter— und
Oberintegral libereinstimmen. Das Riemann—Integral von f(x) liber D ist
dann gegeben durch

f(x)dx:= | f(x)dx= [ f(x)dx
»/D %\_Q,_?/Z/F_/ L/}\Og:/’
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Bemerkung.

Wir haben bis jetzt “nur” den Fall von zwei Variablen betrachtet:
f:D— R, D € R?

In hoheren Dimensionen, n > 2, ist die Vorgehensweise analog.

Schreibweise: flir n =2 und n =3

/f(x,y)dxdy bzw. /f(x,y,z)dxdydz
D D

//Df(x’y)dXdy bzw. ///Df(X»y,Z)dxdydz

oder auch
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Elementare Eigenschaften des Integrals.

Satz:
a) Linearitat

/D(af(x)—I-Bg(X))dx:oz/Df(x)dx+B/Dg(x)dx

b) Monotonie
Gilt f(x) < g(x) fiir alle x € D, so folgt: Olel <O 4 <O
Sl L0 Op €O g <Ue
O < — o £ (ke /Df(x)dngDg(x)dx

D
c) Positivitat

Gilt fiir alle x € D die Beziehung f(x) > 0, d.h. f(x) ist
nicht—negativ, so folgt:

/D f(x)dx >0
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Weitere Eigenschaften des Integrals.

a) Sind Dy, D, und D Quader, D = D; U D, und vol(D; N D,) = 0, so ist f(x)

genau dann liber D integrierbar, falls f(x) iiber D; und D, integrierbar ist,
und es gilt

. /D F(x)dx = /D ()t /D F(x)ax

~o
b) Fiir das Integral gilt die folgende Abschitzung M :
24

‘ /Df(x)dx < sup|f(x)[-vol(D)
ol

xeD

oA = Swf@‘/N
c) Riemannsches Kriterium

f(x) ist genau dann iiber D integrierbar, falls gilt:

Ve>0 HZEZ(D) : Of(Z)—Uf(Z)<€
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Der Satz von Fubini.

Satz: (Satz von Fubini) Ist f : D — R mtegrlerbar D = [a1, b1] X [a2, bo] €in
Quader, und existieren die Integrale

b2 bl
@x) — [ fendy | und [ 60) = [ s

fir alle x € [a1, b1] bzw. y € [az, by], so gelten

/D f(x)dx = /a lbl de
/f(x)dx = Lszéiny
G

D

Bedeutung:
Der Satz von Fubini erlaubt Reduktion auf eindimensionale Integrale.
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Beispiel.

Gegeben sei der Quader D :(,[O, 1] x [O,%sowie die Funktion

[_rxy) =22 |

Stetige Funktionen sind — wie wir gleich zeigen werden — iiber Quadern
integrierbar. Daher kénnen wir den Satz von Fubini anwenden:

2 1 2 X2_y x=1
/ f(x)dx = / f(x,y)dxdy = / [2X — —] dy
D 0 Mo 0 2 Jy=o

2/~)"ﬂ(7) 21Y=2
A S i e

Bemerkung: Der Satz von Fubini verlangt als Voraussetzung die Integrierbarkeit
von f(x). Die Existenz der beiden Integrale F(x) und G(y) alleine garantiert die
Integrierbarkeit von f(x) nicht!
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Die charakteristische Funktion.

Definition: Fiir D C R"” kompakt und f : D — R beschrankt setzen er

£ (x) f(x) : fallsxe D
X) =
0 : fallsxeR”

Speziell fiir f(x) = 1 heit f*(x) die charakteristische Funktion von D. Die
charakteristische Funktion von D wird mit Xp(x) bezeichnet.

Sei nun @ der kleinste Quader mit D C @. Dann heiBt die Funktion f(x)
integrierbar tiber D, falls f*(x) liber Q integrierbar ist, und wir setzen

-l
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Messbarkeit und Nullmengen.

Definition: Die kompakte Menge D C R” heiBt messbar, falls das Integral

vol(D) : /1dx—/XD (x)dx /@ _—

existiert. Man nennt dann vol(D) das Volumen von D im R”".
Die kompakte Menge D heifit Nullmenge, falls D messbar ist und vol(D) = 0 gilt.

Bemerkung:

@ Ist die Menge D selbst ein Quader, so folgt, und somit gilt

/Df(x)dx:/Qf*(x)dx:/Qf(x)dx

d.h. die eingefiihrten Integrationsbegriffe stimmen iiberein.
@ Quader sind messbare Mengen.

@ vol(D) in diesem Fall das tatsidchliche Volumen des Quaders im R".
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Drei wichtige Eigenschaften der Integration.

Bei der mehrdimensionalen Integration gelten die folgenden Aussagen.

Satz: Sei D C R” kompakt. Dann ist D genau dann messbar, falls der
Rand 0D von D eine Nullmenge ist.

Satz: Sei D C R" kompakt und messbar, und sei f : D — R stetig. Dann
ist f(x) integrierbar iiber D. T

7l /\gmmméﬂ%\{
> =

Satz: (Mittelwertsatz) Ist D C R"” kompakt, zusammenhangend und
messbar, und ist f : D — R stetig, so gibt es einen Punkt { € D mit

/ £(€) - vol(D)
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Normalbereiche.

Definition:
@ Eine Teilmenge D C R? heiBt Normalbereich, falls es stetige Funktionen g, h

bzw. g, h gibt mit [

D={(x,y)|a<x<bund g(x) <y < h(x)}

bzw. . . =
D={(x,y)[d<y <bund g(y) <x < h(y)} @
Q

@ Eine Teilmenge D C R3 heiBt Normalbereich, falls es eine Darstellung
D = {(x,x,x3)]a<x <b, g(xi)<x < h(x)

und ©(x;, %) < xk < P(x;,x;) }

«

gibt mit einer Permutation (/,/, k) von (1,2, 3) und stetigen Funktionen
g, h, o und .
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