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Kapitel 3. Integralrechnung mehrerer Variabler

C =&l

3.2 Kurvenintegrale /\/

Fiir eine stiickweise C'~Kurve c : [a, b] — D, D C R", und eine stetige skalare
Funktion f : D — R hatten wir das Kurvenintegral erster Art definiert durch

b
/f(x) ds ;:/ F(e(8)|[E(t)]| dt

ds
wobei || - || die euklidische Norm bezeichnet.
Erweiterung: Kurvenintegrale liber vektorwertige Funktio?n, d.h. /'
: . Ve

>
Anwendung: Ein Massenpunkt bewegt sich entlang c(t) in einem Kraftfeld f(x).

Frage: Welche physikalische Arbeit muss entlang der Kurve geleistet werden?
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Kurvenintegrale zweiter Art.

Definition: Fiir ein stetiges Vektorfeld f : D — R", D C R" offen, und
eine stiickweise C1-Kurve c : [a, b] — D definieren wir das Kurvenintegral

zweiter Art durch
b
/ F(x) dx / (F(c(t), &(£)) dt

Herleitung: Approximiere die Kurve durch einen Streckenzug mit Ecken
c(t;), wobei

Z={a=t<t1 < ---<tym=>b}
eine Zerlegung des Intervalls [a, b] ist.
Dann gilt fiir die in einem Kraftfeld f(x) entlang der Kurve c(t ) gele|stete

Arbeit die Naherungsformel: w] CC y
-ﬁ .

A c(tit1) — c(ti)) At 1,..
I=O
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Fortsetzung der Herleitung.

Daraus folgt: / kg“?é“%
n m—1
A~ fle(t)(qiltian) — g(t))  (Fi~
Jj=11=0 RIS
T n me1 /\~§< Tielf by
j = fi(e(ti))<(7i)(ti1 — ti)

j=1 i=0 \S

LN < > at
Fiir eine Folge von Zerlegungen Z mit |Z|| — 0 konvergiert die linke Seite
gegen das oben definierte Kurvenintegral zweiter Art.

Bemerkung: Fiir eine geschlossene Kurve c(t), d.h. c(a) = c(b), schreibt
man das Kurvenintegral auch als Ly~

j{f(x) dx @
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Eigenschaften des Kurvenintegrals zweiter Art.

@ Linearitat:

/(ozf(x) + 6g(x)) dx = « / f(x) dx + B/Cg(x) dx

o Es gilt: C C
/ f(x) dx = — / f(x) dx,

wobei (—c)(t) :=c(b+a—t), a<t < b, den inversen Weg
bezeichnet.

e Es gilt > (.

/C1+C2 f(x) dx = /Cl f(x) dx + /C2 f(x) dx

wobei ¢1 4+ ¢> den aus ¢; und ¢y zusammengesetzten Weg bezeichnet,
sodass der Endpunkt von c; der Anfangspunkt von c5 ist.
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Weitere Eigenschaften des Kurvenintegrals zweiter Art.

@ Das Kurvenintegral zweiter Art ist parametrisierungsinvariant.

@ Es gilt

b
/ f(x) dx = / (F(c(1)), T(1)) | &(0)]| dt = / (F,T) ds

c(t)
le(t)[l

mit dem Tangenten—Einheitsvektor T(t) :=

@ Formale Schreibweise:

/C f(x)-dx = / ;f;(x) dx; = ; / f:(x) dx;

mit

/Cfi(x) dx; 1= /ab fi(c(t))ci(t) dt
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Beispiel.

Fiir x € R3 sej
f(x) :=

c(t) =

Dann berechnet man

/Cf(x) dx =

Ingenuin Gasser (Mathematik, UniHH)

(—_)/,X,Z

(cost,sint,at)’ mit0 <t <27

J

2)T

N A
(—ydx + xdy + z“dz)

1

—sint)(—sint) + cos t cos t + a°t%a) dt

2T
| int) + cos tcost + 12
0 Lo

= s 9

2T
/ (14 a’t?) dt
0

3

2 + 2 (2r)3

3
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Die Zirkulation eines Feldes langs einer Kurve.

Definition: Ist u(x) ein Geschwindigkeitsfeld eines strémenden Mediums,
so nennt man das Kurvenintegral fc (x)dx entlang einer geschlossenen

Kurve auch die Zirkulation des Feldes u(x). LO% <

Beispiel: Fiir das Feld u(x,y) =
c(t) = (rcost,1+rsint)’, 0<

f—f<(”j§7/@#‘?€ u(x)dx = /027T(1 + rsint)(—rsin t)dt

(v,0)" € R? erhilt man lings der Kurve
t < 2w die Zirkulation

)

27
(—rsint — r®sin® t)dt

0

2 27
r .
= [rcost—z(t—sm tcost)] = —Tr
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Wirbelfreie Vektorfelder.

Definition: Ein stetiges Vektorfeld f(x), x € D C R”, heiBt wirbelfrei, falls
dessen Kurvenintegral langs aller geschlossenen stiickweise C1—Kurven

c(t) in D verschwindet, d.h.

j{f(x) dx =0 fiir alle geschlossenen c.

Bemerkung: Ein Vektorfeld ist genau dann wirbelfrei, wenn der Wert des
Kurvenintegrals |_f(x)dx nur vom Anfangs— und Endpunkt des Weges,
jedoch nicht vom konkreten Verlauf der Kurve c abhangt. In diesem Fall

nennt man das Kurvenintegral wegunabhangig.

Frage: Welche Kiriterien fiir das Vektorfeld f(x) garantieren die
Wegunabhangigkeit des Kurvenintegrals?
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Zusammenhangende Mengen.

Definition: Eine Teilmenge D C R" heillit zusammenhangend, falls je zwei
Punkte in D durch eine stiickweise C'~Kurve verbunden werden kdnnen:

vx%,y%e D : 3c:[a,b] = D : c(a)=x° A c(b) =y°

Eine offene und zusammenhangende Menge D C R" nennt man
auch ein Gebiet in R".

Bemerkung: Eine offene Menge D C R" ist genau dann nicht
zusammenhangend, wenn es disjunkte, offene Mengen Uy, U, C R"” gibt
mit

UlﬂD#(D, UQHD#@, D c Uy UU;

Nicht zusammenhangende offene Mengen sind also — im Gegensatz zu
zusammenhangenden Mengen — in (zumindest) zwei disjunkte offene
Mengen trennbar.
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Gradientenfelder, Stammfunktionen, Potentiale.

Definition: Sei f : D — R" ein Vektorfeld auf einem Gebiet D C R”. Das

Vektorfeld nennt man ein Gradientenfeld, falls es eine skalare C'—Funktion
w: D — R gibt mit o

f(x) = Vo(x)

Die Funktion ¢(x) heiBt dann Stammfunktion oder Potential von f(x), und das
Vektorfeld f(x) nennt man konservativ.

Bemerkung: Ein Massenpunkt bewege sich in einem konservativen Kraftfeld
K(x), d.h. K besitzt ein Potential o(x), sodass K(x) = V(x). Dann liefert die

Funktion U(x) = — de di tentielle E e: - ﬂ
unktion U(x) ©(x) gerade die po\en ielle Energie: Yy, - Pll=- g U((O

K(x) = m% = —VU(x) /X shet.

v ¢, >/> = ’2 )&(7(50 -7 }//[1

Multipliziert man dlese Beziehung mit x, so folgt
o (<) (Tebosap
dt \—— 4/
s %)+ (VUG R) = 5 (GmI? + U ) =

%MW klk S/{ & 'ZJJ\M
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Hauptsatz fiir Kurvenintegrale.

Satz: (Hauptsatz fiir Kurvenintegrale)
Sei D C R" ein Gebiet und f(x) ein stetiges Vektorfeld auf D.

1) Besitzt f(x) ein Potential (x), so gilt fiir alle stiickweisen
C'-Kurven c : [a, b] — D:

/ F(x) dx = p(c(b)) — (c(a))

C

Insbesondere ist das Kurvenintegral wegunabhangig und f(x)

ist wirbelfrei. D enfoh 2ammena bogd

2) Umgekehrt gilt: Ist f(x) wirbelfreil’so besitzt f(x) ein Potential ¢(x).

Ist XY € D ein fester Punkt, und bezeichnet ¢, (fiir x € D) eine beliebige,
die Punkte x° und x verbindende stiickweise C'~Kurve in D, so ist ¢(x)

gegeben durch:
p(x) = /f(x) dx + const.

Cx
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Beispiel |.

Das zentrale Kraftfeld
) X - A K
TP T e

besitzt das Potential

1
U(x) = —M = —(x§ + x5+ x3)

~1/2

denn es gilt

_ X
VU(X) — (X12 +X22 —I_X??) 3/2(X7y72)T — HXH3

Fiir die lings einer stiickweisen C1—Kurve c : [a, b] — R3\ {0} geleistete
Arbeit gilt dann U (c6) U ()

1
A:/CK(X) dx = (|c(a)|y - HC(b)H>
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Beispiel Il.

Das Vektorfeld
2xy + z3

f(x) := x? + 3z
3xz% + 3y

besitzt das Potential

©(x) = x°y + xz° + 3yz

Fiir eine beliebige C'~Kurve c(t) von P = (1,1,2) nach Q = (3,5, —2) gilt

/f(x) dx = o(Q) — (P) = —9 — 15 = —24

C

Interpretiert man f(x) als elektrisches Feld, so gibt das Kurvenintegral
zweiter Art die Spannung zwischen den beiden Punkten P und @ an.
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Beispiel ll.

. 4 (5 (s
Wir betrachten das Vektorfeld py Q/Y\Z]f/z__/ ]\
. s/ I S B
B —y - T o2
(r) = s (%) mitlen)T eD=R\(0) N[ -

e “"%’QL ZL\f d

Fiir den Einheitskreis c(t) := (cost,sint)”, 0 < t < 27, bekommt man

/C F(x)dx = /O " k(c(t). &(1)) dit
= [ ()«
= /OzwldtZQﬂ'

f(x, y) ist somit nicht wirbelfrei und besitzt auf D kein Potential.
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Bedingungen fiir Potentiale.

Bemerkung: Ist f(x), x € D C R3, ein C!-Vektorfeld mit Potential ¢(x), so folgt

Dz'{}‘;}“f’
rot f(x) {ot (V(x)) :EJ fir allex € D W~ (;Lr?;,,bg
YAy
Somit ist rot f(x) = 0 eine notwendige Bedingung fiir die Existenz eines
Potentials ist. {. = C]S

Definiert man fiir ein Vektorfeld f : D — R?, D C R?, die skalare Rotation

Of. Of;
rot f(x,y) := 6—j(x,y) — 8—;(X’y)

so ist rot f(x, y) = 0 auch in zwei Dimensionen eine notwendige Bedingung.

Die Bedingung
rot f(x) =0

ist eine hinreichende Bedingung, falls das Gebiet D einfach zusammenhangend
Ist, d.h. keine “Locher” enthalt.
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Beispiel.

Wir betrachten erneut das Vektorfeld

(r) = iz (%) mitbenTeD=E\ (0)

2 2
X —|—y X I’HOW% l@w/él/éz—”l\'

Berechnet man die Rotation, so ergibtjich C
< PSS

1 —y 0 X 0 y

I’Ot - — _|_
r? X Ox \ x2 + y? Ox \ x2 + y?
1 2x2 1 2y?

x2 + 2 (X2+y2)2 +X2 + 2 o (x2 +y2)2
= 0

Die Rotation von f(x, y) verschwindet.
Allerdings besitzt f(x, y) auf der Menge D = R? \ {0} kein Potential.

Das Gebiet ist namlich nicht einfach zusammenhangend.
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